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Introduzione

1.1 Premessa

Caro lettore,
questa raccolta di esercizi ¢ stata scritta in primo luogo per i miei studenti. Il desiderio era quello di
poter offrire una raccolta sistematica di esercizi semplici e di base. Il livello di questi esercizi va dalla
prima superiore fino al primo anno di universita. Ho cercato di proporre un esempio di tutte le
tipologie di esercizi che normalmente propongo nelle mie lezioni a scuola. Altri sono stati proposti
in corsi di fisica generale per ingegneri o medici al primo anno di universita. L'esposizione é stata
mantenuta volutamente prolissa sia nell’esposizione dei principi fisici sia nei passaggi matematici.

Il modo di esporre e scrivere gli esercizi che noi solitamente proponiamo a lezione puo risultare
impeccabile per i contenuti, ma ciononostante non adeguato per lo studente. Solitamente scriviamo
allalavagna solo i passaggi matematici e i disegni illustrativi, esponendo a voce le motivazioni fisiche
e le semplificazioni matematiche pilt elementari. La conseguenza é che gli scritti degli studenti
tendono a riportare solo quando visto alla lavagna e non tutti i passaggi logici e riferimenti fisici
necessari. Inoltre c’¢ sempre qualche studente che incontra degli ostacoli proprio nei passaggi meno
importanti e non trova un supporto sufficientemente esteso nei libri di testo. Infine la maggior
parte dei libri di esercizi che ho visto o riportano innumerevoli esercizi, ma solo brevemente
illustrati, o esercizi “notevoli”, importanti anch’essi, ma non per chi sta cominciando lo studio.

Spero che quanto riportato in quest'opera sia se non di aiuto almeno non dannoso. Per miglio-
rare quanto scritto e evidenziare qualsiasi errore non esitate a scrivermi.

email: prof.virdis@tiscali.it

k.
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1.2 Notazioni e precisione nei calcoli

1.2 Notazioni e precisione nei calcoli

In tutta quest’opera si & seguito il S.I,, utilizzando per la sua stesura il package siunitx in Xetex.

Per quanto riguarda la precisione dei calcoli riportati si ¢ scelto di indicare i passaggi intermedi
con piu precisione di quanto le usuali regole per la propagazione degli errori indicherebbero. I
risultati finali sono invece riportati, preferibilmente in notazione scientifica, con un numero di
cifre significative mai pit basso della precisione dei dati di partenza.

Per le notazioni si € cercato di seguire le indicazioni ISO. In particolare il ¢ della velocita della
luce ¢ scritto in diritto dal pacchetto Siunitx.

Graficamente ho cercato di distinguere:

[esercizi indicati per il biennio ]

esercizi indicati per il triennio

1.3 Verso I’esame

Ho cominciato a scrivere qualche pagina di esercizi facendo il tutor di fisica all'universita. Ho
proseguito con esercizi molto elementari per gli istituti tecnici. Attualmente mi trovo ad insegnare
in un liceo scientifico e soprattutto dal 2018, col nuovo esame di matematica e fisica, sia io che i
miei colleghi cerchiamo sempre piu di capire quale fisica possa essere utile per 'esame. Questa ¢
'esigenza fondamentale che oramai anima questi appunti.

1.4 Ringraziamenti

Siringraziano coloro che hanno avuto la pazienza di leggere queste pagine e di segnalare errori
di vario tipo. In particolare:

Alice Mameli, Isabella Penna, Pablo Navarro, Riccardo Cadeddu, Letizia Cardona, Bruno
Nitsch, Benedetta Olla, Giorgia Deiana, Gioa Vaccargiu, Armando Galtarossa, Alessandro Cuboni,
Alessandra Di Dino.

... cosi pochi trovano qualcosa da correggere?

1.5 Licenza e Copyright

Questo file e documento viene concesso con licenza Creative Commons.
CC BY-NC-ND.

« Devi attribuire la paternita dell'opera nei modi indicati dall’autore o da chi ti ha dato 'opera
in licenza e in modo tale da non suggerire che essi avallino te o il modo in cui tu usi 'opera.

« Non puoi usare quest’opera per fini commerciali.

« Non puoi alterare o trasformare quest'opera, né usarla per crearne un’altra.

@O®SG

dwpeay eAafete, dwpeay 0TE 7y



Unita di misura e conversione tra grandezze

2.1 Indicazione per la risoluzione degli esercizi

Gli esercizi ed i problemi di fisica si possono risolvere in svariati modi sia per i principi e le

leggi a cui si puo fare riferimento sia per il modo in cui quei principi e quelle leggi vengono esposti.

La fisica consente la massima liberta. Tuttavia, come anche al di 1a della scienza, “tutto ¢ lecito, ma
non tutto conviene” e ci sono dei modi di procedere migliori di altri.
Secondo la nostra esperienza ti conviene sempre affrontare questi passi:

1. Stabilisci a quale domanda devi rispondere:
prima di dare una risposta bisogna capire bene qual ¢ la domanda.

2. Elenca tutte le grandezze a tua disposizione:
spesso non riusciamo a procedere correttamente perché non abbiamo sottocchio tutti i dati
che ci vengono (0 non ci vengono) forniti.

3. Fai uno schema o disegno della situazione che ti viene presentata:
questo non ¢ essenziale per le domande piti semplici, ma puo darci la giusta visione fisica del
sistema che abbiamo davanti se le situazioni sono piut complesse.

4. Stabilisci quali leggi e principi devono essere usati per trovare la risposta:
a volte sappiamo rispondere a questa domanda prima ancora di aver visto il problema o
esercizio solamente perché si trova in un certo paragrafo del nostro libro, ma non ¢ certo il
modo corretto di procedere.

5. Trova tutti 1 passaggi che devi effettuare con le grandezze a tua disposizione, senza
sostituire i valori numerici:
sostituire da subito tutti i valori numerici puo servire solo ad effettuare calcoli inutili prima di
effettuare le semplificazioni o, peggio ancora, a perdere di vista la strada per trovare la risposta
finale.

6. Trasforma tutte le grandezze che effettivamente ti servono in unita di misura coerenti
oppure nel S.1. :
i principi a cui si fa riferimento in fisica sono espressi quasi sempre nel S.I.
In ogni caso tutte le grandezze devono essere coerenti. Ad esempio: dobbiamo avere tutte le
lunghezze in centimetri e non qualcuna in centimetri ed qualcun’altra in millimetri.

7. Sostituisci i valori numerici ed effettua i calcoli.

8. Fai attenzione alla consistenza dimensionale dei calcoli effettuati:
in particolare non scrivere alla fine di una espressione una certa unita di misura solo perché ti
aspetti di avere a che fare con una certa grandezza.

Regola d'oro per qualsiasi esercizio:
Ogni misura ¢ formata da un numero e da un'unita di misura.

3

N\

Unita di misura e conversione tra grandezze



2.2 Trasformazione di unita di misura, eliminando multipli e sottomultipli

La regola proposta puo apparire assolutamente banale, ma ¢ estremamente frequente che
non venga rispettata. La conseguenza é di arrivare al termine di un problema con grandezze non
corrette e calcoli sbagliati, senza rendersene conto.

2.2 Trasformazione di unita di misura, eliminando multipli e sotto-
multipli

Esercizio 1 Trasforma le misure seguenti in unita del S.1, eliminando i multipli e i sottomultipli.
111mm 0,34 Gm 65 % 107> nm 22 cg

Puoi trovare una tabella con il simbolo, nome e significato dei multipli e sottomultipli alla fine
di questi appunti. Per poter trasformare una misura, eliminando multipli e sottomultipli, si puo
procedere trasformando da prima il multiplo o sottomultiplo e poi semplificando la potenza di
dieci o il fattore cosi ottenuti per il valore numerico rimasto della misura data:

111mm =111x10"3m, oppure =111x0,001m =0,111m

0,34 Gm = 0,34 x 10° m

65x107°>nm =65x 107> x 10" m = 65x 10 *m

L'ultima misura € espressa in centigrammi ed ¢ quindi una misura di massa: unicamente per la

massa l'unita di misura, che € il chilogrammo, contiene sempre il multiplo chilo.
22cg=22x10"2g=22x10"2x10"3kg = 22 x 107> kg

PO =

2.3 Trasformazione di unita di misura, usando la notazione scientifica

Esercizio 2 Trasforma le misure seguenti, usando la notazione scientifica.
548 x 1073 ms 0,0725ns 2678 pus

Per poter trasformare una misura, usando la notazione scientifica, si puo procedere:

1. scrivendo il valore numerico della misura come un numero compreso tra 1 e 9 moltiplicato per
una opportuna potenza di dieci;

2. trasformando il multiplo o sottomultiplo eventualmente presente;

3. e infine semplificando la potenza di dieci cosi ottenuta per il valore numerico rimasto della
misura data:

1. 548 x 1073 ms: il valore numero della misura & 548 x 107>,

Spostiamo la virgola dopo la prima cifra significativa, cioe il 5:

548 x 1073 = (5,48 x 10%) x 1073,

Ora trasformiamo il sottomultiplo.

548 x 10> ms = (5,48 x 102) x (10> ms) = 5,48 x 102 x 1073 x 1073 s = 5,48 x 10~ %5
2. 0,0725ns = 7,25x 107 2ns = 7,25 x 1072 x 107 s = 7,25 x 1011 s
3. 2678 pus = 2,678 x 103 s = 2,678 x 103 x 10 s = 2,678 x 103 s



2.4 Ordinamento di misure

2.4 Ordinamento di misure

Esercizio 3 Riordina le seguenti misure di massa ponendole dalla piui piccola alla pin grande.
37,5x 108 Mg  55x10%cg 0,00645 x 103kg 7654 pg

L'utilita della notazione scientifica ¢ pienamente evidente quando si tratta di ordinare pit
misure di una stessa grandezza: bastera infatti ordinare le misure guardando alle potenze di dieci,
ma solo dopo che le misure sono state espresse in notazione scientifica.

Esprimiamo le misure che abbiamo in notazione scientifica:

1. 37,5 x 108 Mg = (3,75 x 10! x 108)(103 kg) = 3,75 x 10° x 103 kg = 3,75 x 10'% kg,

2. 55x10%cg = (5,5x 10! x10)(1072 g) = (5,5x 10%)(1072 x 1073 kg) = 5,5x 10> x 10 > kg =
5,5x 1072 kg

3. 0,00645 x 10% kg = 6,45 x 1073 x 10% kg = 6,45 kg

4. 7654 pg = (7,654 x 103)(107° g) = (7,654 x 103)(107° x 103 kg) =
7,654 x 103 x 107 kg = 7,654 x 10 ° kg

Quindi le misure, dalla piu piccola alla pit grande, sono:
7,654x 10 °kg; 55x107%kg; 6,45kg; 3,75x 1012 kg.

2.5 Equivalenze

Esercizio 4 Esegui le seguenti equivalenze

L 37,5hm ............. cm
2 13Mg oo cg
3 45mm? ... hm?

1. Un modo possibile, non certo I'unico, per svolgere una equivalenza ¢ esprimere innanzi tutto
I'unita di misura senza multipli o sottomultipli, come potenza di dieci.
hm = 102 m cm =10"%m
In questo caso la potenza va da 2 a —2 quindi varia di 4 unita.
Allora di fronte alla nuova misura porremo una potenza di dieci con quel numero, preso con
segno positivo perché stiamo passando da una unita piu grande ad una pit piccola.
37,5hm = 37,5 x 10* cm

2. Esprimiamo le unita di misura senza multipli o sottomultipli:
Mg =10°g cg=10"2g
In questo caso la potenza va da 6 a —2 quindi varia di 8 unita e l'unita di arrivo e piu piccola di
quella di partenza.
13Mg =13 x 108 cg

3. Esprimiamo le unita di misura senza multipli o sottomultipli, ricordando che con le aree gli
esponenti sono il doppio delle corrispondenti misure di lunghezza.
mm? = 10"°m hm? = 10*m
In questo caso la potenza va da —6 a 4 quindi varia di 10 unita e l'unita di arrivo ¢ piti grande di
quella di partenza.
45 mm? = 45 x 107" hm?

N\
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2.6 Misura di superfici

2.6 Misura di superfici

Esercizio 5 Un triangolo ha le seguenti dimensioni: base = 10 mm, altezza = 15 cm.
Trova l'area del triangolo esprimendo il risultato nel S.1. .

L'interesse per un esercizio come questo non é certamente quello di trovare I'area di un triangolo.

Si presume che tu abbia questa conoscenza fin dalle scuole medie. Tuttavia non ¢ scontato che tu
abbia anche la capacita di svolgere i calcoli correttamente, in particolare per quanto riguarda le
unita di misura. Cerchiamo di fare riferimento agli otto punti indicati all'inizio di questo capitolo
come utili per la risoluzione di un problema o esercizio.

L.
2.

Dobbiamo trovare I'area di un triangolo.

Abbiamo a disposizione due grandezze:

labase = 10 mm

l'altezza = 15 cm

Facciamo il disegno del nostro sistema, cioe¢ del triangolo.

La legge da usare ¢ quella che associa I'area del triangolo con le sue due misure lineari cioe:

Area del triangolo = M.

In questo caso abbiamo direttamente la formula finale.

In generale per trovare I'area dobbiamo usare la stessa unita di misura sia per la base che per
l'altezza.

In questo caso ci viene chiesto di trovare la risposta nel S.I,, quindi trasformiamo subito le due
grandezze nel S.I.

Base = 10mm = 10 x 10 > m = 1,0 x 1072 m,

Altezza = 15cm = 15x 102 m.

A questo punto sostituiamo le due misure nella formula data.

_ base-altezza 1,0x102m-15x10°m _
= ; = ; =

A

2 10~2m2
15x 10 ) 10""m” _ (%) 10~4m? = 7,5 x 104 m? 2.2)

Abbiamo trovato che il risultato ¢ espresso in metri quadri.
Questa ¢ effettivamente 1'unita di misura delle aree nel S.I..



2.7 Densita

2.7 Densita

[Esercizio 6 Trova la densita di un cubo la cui massa e 2 kg e il cui spigolo misura 58 mm. )

La densita di un corpo ¢ definita come il rapporto tra la sua massa e il suo volume. Nel S.I. la
massa si esprime in kg e il volume in m3. Troviamo il volume del cubo esprimendo il risultato nel
SI.

] =58mm=58%10"3m (2.3)
V=03=058x103m)’=19x10"*m? 2.4)

La densita é:
g=m_o ke syt kg/ m3 (2.5)

Vo 1,95x10~4m3

Esercizio 7 Un oggetto a forma di sfera, il cui raggio misura 23 cm, ha una densitad = 1200 kg/m>,

1. Qual ¢ il volume dell'oggetto?
2. Qual ¢ la sua massa?

1. Troviamo il volume della sfera esprimendo il risultato nel S.I. .

r=23cm=23x102m=23%x10"'m (2.6)
4 3_4 -1 .3 -2 3
V=§Ttr 25-3,14-(2,3X10 m)’ =5,10x 10" m (2.7)
2. Usiamo la definizione di densita per ricavare la sua massa.
d="=m=d-V (2.8)
Vv
Infine la sua massa é:

m=d-V =1200kg/m>- 5,10 x 102 m? = 61,2kg (2.9)

N\
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2.7 Densita




Grandezze vettoriali

3.1 Somma di due vettori

Esercizio 8 Su un oggetto puntiforme agiscono due forze
rappresentate con i vettori disegnati qui di fianco.
Sapendo che 1 cm = 35 N:

L. Trova la forza totale che agisce sull'oggetto,
cioé fai la somma vettoriale dei vettori dati.
2. Alla fine ricava il modulo delle due forze

e della forza totale.
L /

Ql

hpls

La somma di due vettori si puo fare in diversi modi. In questo esercizio i vettori sono rap-
presentati graficamente e quindi la somma andra fatta per via grafica. Utilizziamo il metodo del
parallelogramma.

Per fare la somma di due vettori per via grafica:

1) Riportiamo i due vettori in modo che abbiano lo stesso punto di
b applicazione, lasciando invariate direzione, verso e modulo.

Ql
A

N
N

2) Partendo dalla punta del primo vettore (4, ad esempio) tracciamo

N
e e == -

la retta parallela al secondo vettore (b), poi dalla punta del secon-
. do vettore tracciamo la retta parallela al primo. Le due rette si
incontreranno in un punto.

3) Tracciamo il segmento che congiunge il punto di applicazione dei
due vettori da sommare con il punto in cui si sono incontrate le due
rette prima tracciate. Quel segmento rappresenta il vettore somma e
il suo verso e verso la congiungente delle due rette tratteggiate.

Grandezze vettoriali



3.1 Somma di due vettori

Per trovare il modulo di un vettore per via grafica dobbiamo misurarne la lunghezza con un
righello, usando I'unita di misura che ci viene indicata, in questo caso 1cm = 35N, cioé ogni
centimetro di freccia vale 35 N.

Osserviamo 'ultima figura. Prendiamo un righello e misuriamo le frecce che rappresentano i
vettori. Troviamo ad esempio che:

a, lunghezza = 2,0 cm
77, lunghezza = 3,2cm 3.1)
¢

, lunghezza = 4,5cm

Il valore dei moduli, ottenuto moltiplicando la lunghezza in cm del vettore per il valore
equivalente di ogni centimetro, ¢ quindi:

ld|=2,0-35N=70N
b| =3,2-35N = 112N (3.2)
Icl =4,5-35N = 157N

Esercizio 9 Sapendo che 1cm = 23 N determina:

L la somma dei due vettori dati.

Ql |

2. L'intensita dei due vettori e del vettore somma. -

[ vettori dati sono paralleli e hanno lo stesso verso. La loro somma vettoriale ¢ un vettore con
la loro stessa direzione e verso, ma la cui lunghezza ¢ somma delle lunghezze dei due vettori.

I ¢ |
I T >
Troviamo quindi che:
a, lunghezza = 3,5cm
Z, lunghezza = 4,5cm (3.3)
¢, lunghezza = 3,5cm + 4,5cm = 8 cm

Il valore dei moduli, ottenuto moltiplicando la lunghezza in cm del vettore per il valore
equivalente di ogni centimetro, ¢ quindi:

ld| =3,5-23N =81N
b| = 4,5-23N = 103N (3.4)
€| =8-23N = [g| + [b| = 184N

10



3.2 Somma di tre vettori

Esercizio 10 Sapendo che 1 cm = 56 N determina:

1L La somma dei due vettori dati.

Q¢T®¢

2. L'intensita dei due vettori e del vettore somma. -

[ vettori dati sono paralleli, ma di verso opposto. La loro somma vettoriale ¢ un vettore con
la loro stessa direzione, con il verso di quello piu lungo e la cui lunghezza ¢ la differenza tra la
lunghezza di quello piu lungo e quello piu corto.

I ¢ I
I > i
Troviamo quindi che:
a, lunghezza = 4,0 cm
E, lunghezza = 2,3 cm 3.5)
¢, lunghezza = 1,7cm

I valore dei moduli, ottenuto moltiplicando la lunghezza in cm del vettore per il valore
equivalente di ogni centimetro, ¢ quindi:

la] = 4,0-56 N = 224N
b| = 2,3-56 N = 129N (3.6)
€] =1,7-56N = [3| — [b| = 95N

3.2 Somma di tre vettori

7 R

Esercizio 11 Sapendo che 1 cm = 56 N determina:

1 La somma dei tre vettori dati.

2 >
2. L'intensita dei tre vettori e del vettore somma. /

L /

Ql

La somma di piu di due vettori si puo realizzare sommando i pr1m1 due e poi questa somma con
11 terzo e cosi via. Chiamiamo V1z la somma del vettore a e il vettore b V123 la somma del vettore
V1z e il vettore ¢, cioé la somma dei tre vettori dati.

.
Questa e lasommadideb

11
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3.3 Differenza tra vettori

Questa ¢ lasommadiViyec

Misurando la lunghezza delle freccia troviamo infine che:
, lunghezza = 2,5cm

a

Z, lunghezza = 2,7 cm
o e (37)
c

, lunghezza = 2,0 cm
\7123 , lunghezza = 6,0 cm

Il valore dei moduli, ottenuto moltiplicando la lunghezza in cm del vettore per il valore
equivalente di ogni centimetro, ¢ quindi:

la| =2,5-56 N =140 N
bl =2,7-56N = 151N

5 3.8
6] =2,0-56N = 112N 38)
Vis3] = 6,0 - 56 N = 336 N

3.3 Differenza tra vettori
4 N
Esercizio 12 Sapendo che 1 cm = 73 N determina:
1. La differenza dei due vettori dati. a
2. L'intensita dei due vettori e del vettore somma. j;
L J

- - -
La differenza d tra un vettore d e un vettore b equivale alla somma di @ con b cambiato di verso.
Ovvero:

d=d—b=a+(-b) (3.9)
4
) b Questo vettore —be applicato nello stesso
N i punto di applicazione di a

12



3.4 Componenti di una forza

Questa ¢ la differenza d

Misurando la lunghezza delle frecce troviamo infine che:

a, lunghezza = 2,5cm
Z, lunghezza = 3,6 cm (3.10)
d

, lunghezza = 3,2cm

I valore dei moduli, ottenuto moltiplicando la lunghezza in cm del vettore per il valore
equivalente di ogni centimetro, & quindi:

la| =2,5-73N = 182N
b| = 3,6 73N = 263N (3.11)
d| =3,273N = 234N

3.4 Componenti di una forza

Esercizio 13 Abbiamo una forza di 470 N che forma un angolo o = 37° rispetto ad una asse.
Trova il modulo dei due componenti della forza parallelo e perpendicolare all'asse dato.
Disegna i due componenti.

Se un vettore (in questo caso la forza) forma un angolo a rispetto ad un asse qualsiasi, allora il
modulo dei suoi componenti parallelo e perpendicolare a quell’asse ¢ dato da:

ﬁ = F) COoS\x
§|*”| lJ . () 612)
|F\| = |F|sin(a)
Ovvero:
IFj| = 470N cos(37°) = 375N
R (3.13)
IF,| = 470 N'sin(37°) = 283N

Se consideriamo come asse di riferimento l'asse x possiamo fare il seguente disegno.

13
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3.4 Componenti di una forza

-
A :
. P 1
F, |
o >3 ............. >
F | x

Esercizio 14 Abbiamo una forza F; = 670 N che forma un angolo a = 35° rispetto all'asse delle
ascisse, e una forza Fy = 320 N che forma un angolo = 27° rispetto all'asse delle ordinate, come
rappresentato in figura.

................................................................ >
x
1. Disegna i componenti delle forze date rispetto agli assi.
2. Trova il modulo delle componenti delle forze date rispetto agli assi.
3. Trova la loro somma per componenti.
L 4. Trova il modulo del vettore somma. )

1. Costruiamo e disegniamo nella figura i componenti dei due vettori dati:

2. Nella figura possiamo osservare che I'angolo « ¢ adiacente al componente x del vettore F;: per
cui il suo modulo si puo ricavare con il coseno dell’angolo.

|y | = |Fy| cos(a) = 670 N cos(35°) = 549N

| | (3.14)
|Fy | = |Fy| sin(a) = 670 N'sin(35°) = 384N

14



3.5 Dinamometro e legge di Hooke

Analogamente osserviamo che I'angolo f & adiacente al componente y del vettore Fy: per cui il
suo modulo si puo ricavare con il coseno dell’angolo.

|[Fy | = |Fy|sin(B) = 320 N sin(27°) = 145N

. . (3.15)
|F2y| = |Fy| cos(f) = 320 N cos(27°) = 285N

Osservando la figura, possiamo dare un segno alle componenti, in relazione al loro verso
rispetto al verso positivo dell’asse in cui si trovano.

F; = (549 N; 384 N) (3.16)

F, = (~145N; 285 N) (3.17)

Con altra notazione (scrivendo i vettori rispetto ai versori degli assi) possiamo scrivere:
F, = (5497 + 384 /)N (3.18)
F, = (1451 + 285 /)N (3.19)
3. Il vettore somma ha per componenti la somma delle rispettive componenti di 1::1 e 13)2.
F, = (549N + (=145 N); 384 N + 285 N) = (404 N; 669 N) (3.20)

4. Infine il suo modulo vale (ricordando il teorema di Pitagora):

IE| = \/FSZX + F2 = /(404 N)? + (669 N)? = 781 N (3.21)

3.5 Dinamometro e legge di Hooke

Esercizio 15 Un dinamometro é costruito con una molla che a riposo ¢ lunga 2 cm. Quando alla
molla viene applicata una forza di 50 N diventa lunga 5 cm. Quanto vale la costante elastica della
molla?

Il comportamento di una molla elastica puo essere descritto con buona approssimazione dalla
legge di Hooke che lega la forza F con un cui una molla viene tesa al suo allungamento Ax:

F = —kAx (3.22)

La costante k ¢ detta costante elastica e il segno negativo sta ad indicare la presenza di una forza di
richiamo. In questo caso l'allungamento vale:

Ax =xy—x; =5cm—2cm =3cm (3.23)

Infine la costante elastica (senza segno) vale:

_i_SON
Ax 3cm

= 16,6 N/cm (3.24)

15
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3.5 Dinamometro e legge di Hooke
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Statica dei corpi puntiformi

4.1 Corpo puntiforme su un piano orizzontale

N\

Esercizio 16 Un corpo puntiforme di massa m = 12kg é fermo su un piano orizzontale.
Il coefficiente dattrito statico tra corpo e piano é y = 0,7.
1. Calcola il modulo della forza peso che agisce sul corpo.
2. Disegna il vettore forza peso con un vettore di lunghezza opportuna sapendo che 1cm = 16 N.
3. Calcola la forza d attrito statico che si esercita sul corpo.

J

)

1. Ogni corpo sulla Terra ¢ sottoposto ad una forza, la forza di gravita, che la Terra

esercita sul corpo stesso. In prossimita della superficie terrestre la forza di gravita,
chiamata anche forza peso, ¢ una forza diretta verso il centro della Terra, in direzione
perpendicolare alla superficie terrestre e il suo modulo vale:

F, =mg=12kg-9.8m/s* = 118N (4.1)

L'accelerazione di gravita g vale circa 9,8 m/s? solo in prossimita del suolo. pit1 si
sale di altitudine e minore sara il suo valore.

. Il disegno della forza peso consiste nel fare una freccia orientata verso il basso, di

opportuna lunghezza. Noi sappiamo che ogni cm di freccia vale 16 N. Per avere un
modulo di 118 N dobbiamo avere una freccia di lunghezza I

=74cm 4.2)

. La forza d’attrito si manifesta solo se il corpo si muove o se c’¢ una forza che cerca di

spostarlo dal suo equilibrio. In questo caso l'unica forza che agisce sul corpo ¢ la forza
peso e la reazione vincolare del piano d’appoggio. Esse agiscono perpendicolarmente
al piano e non spingono il corpo né verso destra né verso sinistra. Per cui anche se
“c’¢ attrito” non c’¢ nessuna forza d’attrito, per lo meno attrito radente.

-
Rn

l

17
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4.1 Corpo puntiforme su un piano orizzontale
Esercizio 17 Un corpo puntiforme di massa m = 12kg é fermo su un piano orizzontale. Il
coefficiente d attrito statico tra corpo e piano é pi = 0,85. Sul corpo agisce la forza F(|F| = 78 N e
a=21°).

1. Calcola il modulo della forza peso che agisce sul corpo.

2. Calcola la forza totale che agisce sul corpo parallelamente e perpendicolarmente al piano,
trascurando la reazione vincolare del piano e l'eventuale forza d attrito.

3. Calcola la forza d attrito statico massimo che il corpo puo sopportare.

4. Aggiungi alla figura la forza d attrito statico.

5. Determina, in modulo, direzione e verso, la reazione vincolare del piano.

2

F,
L /
1. Laforza peso ¢ data da F, = mg. Quindi:
F,=mg =12kg- 9,81 m/s? = 118 N (4.3)

2. Nella figura data avevamo gia indicato due assi ortogonali x e y passanti per il centro del corpo.

Essi individuano la direzione parallela e perpendicolare al piano per il corpo dato.
Aggiungiamo alla figura i componenti del vettore Fsu quegli assi. I loro moduli sono:

IF.| = |F|cos(a) = 78 N - cos(21°) = 78 N - 0,933 = 73N
|F)| = |F|sin(a) = 78 N - sin(21°) = 78 N - 0,358 = 28 N

2

(4.4)

In orizzontale agisce solo la forza Fy. In verticale agiscono F, e F), con verso opposto. La forza
totale che agisce in verticale ¢ la somma vettoriale di queste due forze. Il verso positivo delle
componenti ¢ dato dal verso positivo dell’asse a cui si riferiscono.

F=(73i+28))N (4.5)

18



4.1 Corpo puntiforme su un piano orizzontale

E, = (-118 /)N (4.6)

Sommiamo le rispettive componenti (col proprio segno):
Fyerticale = Fy + pr =28N—-118N =-90N (4.7)

. La forza totale che agisce in verticale schiaccia il corpo verso il basso. Poiché prevale la forza
verso il basso si puo avere una forza di attrito: la forza d’attrito dipende da quanto il corpo &
schiacciato sul piano. La forza che schiaccia il corpo € Fyerticale-

La forza di attrito statico massimo che il corpo puo sopportare ¢:

F, s Max = HFschiacciamento = 0,85 - 90N =77 N (4.8)

Osserviamo che il segno meno della sua componente verticale non va inserito nella formula
precedente dal momento che non avrebbe alcun significato: la forza che schiaccia il corpo ¢
perpendicolare al piano, ma la forza d’attrito ¢ parallela al piano.

Dal momento che la forza che spinge il corpo lungo il piano (F,) ¢ inferiore alla forza di attrito
massimo che il corpo puo sopportare, allora il corpo non scivola sul piano stesso.

Iﬁxl < |ﬁa.s. Max| = Il corpo non scivola (4.9)

La forza d’attrito effettiva F, ; € quindi uguale e contraria alla forza F,, dal momento che il
corpo rimane in equilibrio e quindi la somma delle forze deve essere nulla.

. Nella figura seguente disegniamo quanto detto (la forza peso non ¢ in scala).

2

l

es!

< a.s.

. La forza di reazione vincolare del piano ¢ la forza che il piano esercita sul corpo per impedire
che questo lo attraversi. Se il corpo ¢ schiacciato sul piano, il piano reagisce con una forza
uguale in modulo e direzione, ma di verso opposto. La forza di reazione ha quindi lo stesso
valore e direzione di Ferticale-

19
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4.2 Corpo puntiforme su un piano inclinato

4.2 Corpo puntiforme su un piano inclinato

N\
Esercizio 18 Un corpo puntiforme di massa m = 70kg ¢ fermo su un piano inclinato con un
angolo o = 25° rispetto all'orizzontale.

L. Calcola il modulo della forza peso che agisce sul corpo e rappresentala in una figura.

2. Disegna i componenti del vettore forza peso parallelo e perpendicolare al piano.
3. Calcola il modulo di questi due componenti.

L

1. Il modulo della forza peso che agisce sul corpo é:

IE| = m|g| = 70kg - 9,81 m/s% = 687N (4.10)
P 4 g

2. Per trovare i componenti della forza peso osserviamo come i nostri assi siano uno perpendico-

lare al piano (e lo disegniamo nella figura come linea tratteggiata) e uno parallelo e sovrapposto
al piano.

-

T

\f

Per quanto riguarda I'angolo a e I'angolo a’ che la forza peso forma con la perpendicolare,
guardiamo al triangolo rettangolo evidenziato in grigio. Possiamo scrivere:

B+ oa+90° =180° (4.11)
B+a =90° (4.12)
E quindi, eguagliando gli angoli  nelle due equazioni:
180° —a — 90° = 90° — o’ (4.13)
a=a (4.14)

e

\

¢

3. Seidue angoli sono uguali possiamo scrivere che:

|F,.| = |Fy|cos(@’) = 687 N - cos(25°) = 623N

F F (4.15)
IF, || = |F,| sin(a’) = 687 N - sin(25°) = 290 N

20



4.2 Corpo puntiforme su un piano inclinato

(Esercizio 19 Un corpo puntiforme di massa m = 40 kg e poggiato su un piano inclinato con un
angolo o = 20° rispetto all'orizzontale. Tra corpo e piano é presente attrito: il coefficiente di attrito
statico é pi; = 0,8.

Inoltre sul corpo agisce una forza F, dove |ﬁ| = 150 N e 8 = 35°, come mostrato in figura.
. Calcola il modulo della forza peso che agisce sul corpo.
. Disegna i componenti del vettore forza peso e della forza F paralleli e perpendicolari al piano.
Calcola il modulo di questi quattro componenti.

. Trova il modulo della forza totale che agisce perpendicolarmente e parallelamente al piano,
trascurando la reazione vincolare del piano e I'eventuale forza d attrito.

A LW N o~

1S

. Trova la forza di attrito massimo a cui il corpo puo resistere senza muoversi.

=)\

. Trova se nelle condizioni date il corpo riuscira a stare fermo e calcola la forza di attrito che
effettivamente agisce sul corpo.
7. Trova l'eventuale reazione vincolare del piano.

\ ' y

1. Il modulo della forza peso che agisce sul corpo ¢:
F, =mg = 40kg-9,81m/s* = 392N (4.16)

2. Aggiungiamo alla figura la forza peso (non proprio in scala) e i componenti delle forze date
paralleli e perpendicolari al piano inclinato.

Nella precedente figura 'angolo « ¢ anche I'angolo tra I?p e F“p 1

3. Scegliamo (a nostro arbitrio) come verso positivo per le componenti delle forze parallele al
piano quello verso destra e come verso positivo per le componenti perpendicolari al piano
quello verso l'alto. Per questo possiamo scrivere:

Fp = —|Fp| cos(a) = =392 N - cos(20°) = —368 N

F (4.17)
By = _|Fp| sin(ar) = —392 N - sin(20°) = —134 N

21
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4.2 Corpo puntiforme su un piano inclinato

S
Invece per le componenti della forza F scriviamo:

F, = |F|sin(B) = 150 N - sin(35°) = 86 N

R (4.18)
F| = |F|cos(B) = 150 N - cos(35°) = 123N

4. Per trovare il modulo della forza totale lungo il piano e perpendicolarmente ad esso, sommiamo
le componenti delle due forze date lungo quelle due direzioni.

Fror) = F| + F = 123N+ (-134N) = —-11N (4.19)

Fiop = FL + Fy; = 86N + (=368 N) = —282N (4.20)

La componente della forza totale perpendicolare al piano ha segno negativo, quindi ¢ diretta
verso il basso: il corpo rimane attaccato al piano e vi puo essere forza d’attrito. La componente
della forza totale parallela al piano ¢ negativa, quindi il corpo ¢ spinto verso sinistra.

5. Laforza dattrito statico dipende dalla forza con cui il corpo ¢ schiacciato sul piano di appoggio.
Nel nostro caso dipende dalla componente perpendicolare al piano della forza totale.
La forza di attrito statico massimo che il corpo puo sopportare ¢:

F,s. MAX = HFschiacciamento = ,us|Ft0tJ_| =0,8-282N =226N (4.21)

6. La forza d’attrito si oppone al movimento del corpo. Nel nostro caso il corpo ¢ spinto verso
sinistra dalla forza F,, . Poiché il modulo di questa forza ¢ piu piccolo del massimo attrito
statico che il corpo puo sopportare allora il corpo rimarra fermo.

|I?tOt i< ‘ﬁa.s. max| = Il corpo non scivola (4.22)

La forza d'attrito effettiva ¢ uguale e contraria alla forza Fy .

-

Fos. = _ﬁtot | (4.23)

7. La forza di reazione vincolare del piano ¢ la forza che il piano esercita sul corpo per impedire
che questo lo attraversi. Se il corpo ¢ schiacciato sul piano, il piano reagisce con una forza
uguale in modulo e direzione, ma di verso opposto. La forza di reazione ha quindi lo stesso
valore e direzione di Fi | .

-

Fry. = —Fou (4.24)
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4.3 Corpo appeso ad uno o pii fili

4.3 Corpo appeso ad uno o piu fili

Esercizio 20 Un corpo di massa m. = 7 kg ¢ appeso al soffitto di una stanza con un filo di massa
m¢ = 50 g ed ¢ in quiete.

1. Trova la forza che il corpo esercita sul filo.

2. Trova la forza che il soffitto esercita sul filo.

soffitto

/////////
/////////

soffitto

Sul corpo agiscono due forze: la forza peso del corpo stesso lgc e la forza ch
esercita dal filo sul corpo. Quindi:

ﬁtot = }_))c + F)fc (4.25)

In un corpo esteso la fune esercita la sua forza nel punto di contatto con il
corpo.

Il nostro corpo, anche se rappresentato come un oggetto esteso (il quadrato)
¢ idealizzato come se fosse un punto. Di conseguenza ¢ preferibile rappresen-
tare tutte le forze che agiscono su di esso come se fossero applicate al centro
(il centro di massa) del corpo. Per questo motivo nella figura F‘fc parte del
centro del corpo.

o
Il corpo € a riposo quindi la forza totale che agisce su esso & nulla: F;,; = 0 N.
Da cui ricaviamo che:

-

P. = _ﬁfc (4.26)
IFt| = |P.| = meg = 7kg-9,81ms 2 = 69N (4.27)

Per il terzo principio della dinamica la forza ﬁfc esercita dal filo sul corpo ¢

uguale e contraria alla forza F esercita dal corpo sul filo, che ¢ la grandezza
che vogliamo trovare.

- -

Fep = —F (4.28)

Quindi: R R
|Fef| = |Fee] = 69N (4.29)

[l soffitto, anch’esso in quiete, esercita una forza ﬁsf uguale e contraria a quella
F; che il filo esercita sul soffitto. Inoltre questa forza Fi € uguale alla forza
Pt determinata dal peso del corpo e del filo, ma con un punto di applicazione

> diverso.
F, sf
o —Fy = Fg = Prog (4.30)
Fi(= Po) Py =P.+D (4.31)
Da cui ricaviamo che:
|Fstl = |Prot| = |P| + [Pf| = meg + meg = (4.32)

(7kg+50g)-9,81ms™2 = (7kg+0,05Kg)-9,81ms 2 = 692N
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4.3 Corpo appeso ad uno o pii fili

Esercizio 21 Un corpo di massa m = 3 kg ¢ appeso al soffitto di una stanza con due fili di massa
trascurabile ed ¢ in quiete. I due fili formano rispettivamente un angolo o = 50° e un angolo = 30°
rispetto al soffitto.

1. Trova la forza che i due fili esercitano sul corpo.

2. Trova la forza che il corpo esercita su i due fili.

1. Seil corpo ¢ in quiete la somma vettoriale delle forze che agiscono su di esso ¢ nulla. Questa
condizione possiamo esprimerla separatamente per due assi ortogonali, ad esempio quello
passante per il corpo e parallelo al piano e quello perpendicolare.

>F,=0 ; XF,=0 (4.33)

—
>
D
>

Costruiamo un sistema di due equazioni in due incognite, dove le incognite sono le due forze
F; e F,. Diamo il segno piu alle forze verso l'alto e verso destra.

|F2x| - |F1x| =0 (4 34)
|F1y|+|F2y|_mg:O
1:“) cos —F cosa=10
|Fy| cos B — | Fy| (439)

|ﬁ1|sina + |ﬁz|sinﬂ—mg= 0

24



4.3 Corpo appeso ad uno o pii fili

Mettiamo in evidenza F, nella prima e sostituiamolo nella seconda.

Byl = | == (4.36)
cos f3
|ﬁ1|sina+ |ﬁ1|cosz-sin[3—mg =0 (4.37)
cos
IF| (sina + 22:; - sin ﬁ) =mg (4.38)
S m
Byl = 2 (439)
(sina + 5% in ﬁ)
cos
S 3kg-9,81ms 2
|F1| = R = 259N (4.40)
(sin 50° + 307 sin 30")
cos
By = 259N <0 _ 195N (4.41)
cos

2. Peril terzo principio della dinamica la forza che il corpo esercita su ogni filo € uguale e contraria

alla forza che il filo esercita sul corpo.
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4.4 Corpi e dinamometri

4.4 Corpi e dinamometri

Esercizio 22 Un dinamometro 1, di massa my = 0,10kg, é poggiato su un piano orizzontale
dove pud muoversi senza attrito, come rappresentato in figura: a sinistra é collegato con un filo ad
una parete immobile, a destra é collegato con un altro filo ad un secondo dinamometro 2, di massa
my = 0,40 kg. Questo filo e fatto passare su una carrucola dove puo scivolare senza attrito.
Infine un grave di massa M = 4 kg é appeso con un filo al dinamometro 2.
Tutti i fili sono di massa trascurabile.

1

77 AMMAMAA
7 LAAAAAAAY

Sapendo che tutto il sistema é in equilibrio:

\
J

C

L Trova la forza misurata dai due dinamometri.

2. Trova la forza esercitata dal filo nel punto in cui é
attaccato alla parete.

3. Trova se posizionando i due dinamometri al contrario
misurerebbero un forza differente.

Do
YYYYYIYY
VYVVVYVYY

<

Il sistema descritto nell’esercizio puo essere rappresentato come se fosse costituito da un unico
sistema posizionato tutto su un’unica retta. Inoltre il sistema ¢ in equilibrio e sono in equilibrio
i due dinamometri e il grave. Per cui, su ognuno di essi, la somma delle forze che agiscono deve
essere nulla. Ridisegniamo il sistema di conseguenza con tutte le forze che agiscono sui tre corpi.

Inseriamo nella figura anche la forza che il filo esercita sulla parete.

L AR ) ) .
7 T Fys Fq Fy
77 > < AMAMAMAA > < Jyyyyyveey) > < >
% > < YWYYIVWWYY L UAAAAAALadl < >
7 Rel——1 Fgq N
4 g P
P1 Pz M

1. Per determinare la forza misurata dai due dinamometri cominciamo analizzando il sistema dal

grave a destra.
Sul grave agisce il suo peso e la forza F,, della fune. Essendo in equilibrio scriviamo:

- -

Fy+P,=0

o > (4.42)
Ey| = |Pyl = Mg = 4kg-9,81ms™2 =39N
| Fy M 8 g

- -
Le forze esercitate dalla fune, F, e F, 4, devono essere uguali e contrarie perché la fune ha
massa trascurabile e la somma delle forze che agiscono alle sue estremita deve essere nulla.

- -

FM+F2d:0

- - (4.43)
[F2al = [Fyl = 39N

Consideriamo il dinamometro n°2. Essendo in equilibrio scriviamo:
Py+Fq+Fg=0 (4.44)
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4.4 Corpi e dinamometri

Il dinamometro non puo essere considerato un semplice punto materiale. Infatti abbiamo
applicato le due tensioni delle funi alle sue estremita, non nel centro del corpo (come per la
forza peso), ma nel punto di contatto con i fili.

Il dinamometro misura la forza esterna che equilibra la forza di richiamo elastica della molla.

Dalla figura emerge che questa forza ¢ 132 4 che abbiamo prima calcolato.
Quindi il dinamometro 2 segna 39 N.
Consideriamo il dinamometro 1. Essendo in equilibrio scriviamo:
Fq+Fs=0
S (4.45)
Pl +R=0

Inoltre, analogamente a quanto gia scritto, le forze esercitate dalle funi, F; 4 e F, 5, devono essere
uguali e contrarie perché le funi ha massa trascurabile e la somma delle forze che agiscono alle
sue estremita deve essere nulla.

ﬁl dt ﬁZS =0
Fa=-F,=F+hy (4.46)
IFigl = |By| + |Fog = myg + 39N = 0,4kg - 9,81 ms 2 + 39N = 43N
La forza elastica del dinamometro 1 (non disegnata in figura) ¢ equilibrata dalla forza I::l d-
Quindi il dinamometro 1 segna 43 N.

. Per quanto riguarda la forza esercita sulla parete dalla fune osserviamo che, per analoghe
ragioni a quanto visto per gli altri spezzoni di filo:

Fp+Fy=0 (4.47)
Inoltre per quanto gia scritto:
|Fip| = [Fis = [Fal = 43N (4.48)

. Disegniamo il sistema con i dinamometri capovolti.

-

,7 7] = “ R d - e
222‘ Fep By Fyq Fyu
77| » < AAMAAAAAAA » - AAAAAARAA - o
777 - - YYYYWYYYYY » - YYYYYYPYYY - -
77 - -
| Fsi——1 Fq - S
P] P2 PM

Per quanto riguarda il dinamometro 1 non ¢ cambiato niente. Infatti ora il dinamometro misura
ora la forza fl s che ha comunque lo stesso modulo di 1:“)1 d-

Diversamente per il dinamometro 2. La forza misurata € ora ﬁz s che ¢ diversa da f’z d-

In pratica il dinamometro deve misurare il peso del grave pit il suo peso.
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4.4 Corpi e dinamometri
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5 Statica dei fluidi

5.1 Pressione di una forza su una superficie

4 N N
Esercizio 23 Una forza Fil cui modulo vale 123 N forma un angolo di 30° con la superficie sulla

quale agisce. L'area della superficie vale 0,04 m?. Calcola la pressione esercita dalla forza sulla
superficie.

La definizione di pressione ¢
[F
S 51
p== 61
dove F1 ¢la componente della forza perpendicolare alla superficie e A ¢ I'area della superficie.

Guardando alla figura possiamo scrivere:

IFL| = |F|cos(a) = 123N - 0,86 = 106,5N (5.2)
Quindi la pressione vale:
F1| 1065N
_ |FL_ 1065N _ 2663 Pa (5.3)
A 0,04m?

Esercizio 24 Calcola la pressione esercitata dalla forza peso di un corpo fatto di alluminio, a forma
di cubo, il cui spigolo vale 12 cm, poggiato con una faccia del cubo su un piano orizzontale.

o
|[FL|
Dobbiamo trovare una pressione: p = - Per ora non conosciamo né la forza né l'area sulla

quale la forza agisce.
Nel nostro caso la forza ¢ la forza peso: F, = mg. Il piano su cui agisce il corpo ¢ orizzontale

quindi la forza peso del corpo agisce perpendicolarmente alla superficie: FlL= ﬁp.
Per conoscere la forza peso abbiamo bisogno della massa.
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5.2 Principio di Pascal (torchio idraulico)

Se sappiamo di cosa ¢ fatto il corpo possiamo trovare la sua densita nelle tabelle. Possiamo
trovare il volume del corpo perché conosciamo la forma e le dimensioni. Il volume di un cubo ¢
V = 3. Dal volume e la densita ricaviamo la massa ricordando la definizione di densita.

d:‘—”;:mde (5.4)

I corpo ha una forma cubica. L'area di appoggio & un quadrato di cui conosciamo il lato: A = 2.
Abbiamo trovato un modo per conoscere tutte le grandezze che ci servono.

| = 12cm=12-0,01lm=0,12m (5.5)

A I? = (0,12 m)? = 0,0144 m? (5.6)

14 P =(0,12m)> = 0,001728 m3 (5.7)

d 2700 kg/m3 (5.8)

m dV = 2700kg/m?> - 0,001728 m® = 4,66 kg (5.9)

F, = mg=466kg-981m/s*=457N (5.10)

Infine: R
|Fp| 457N
p=-— = BTN 3178pa (5.11)

A 0,0144m?

5.2 Principio di Pascal (torchio idraulico)

Esercizio 25 Un contenitore con un fluido ha due aperture chiuse con un pistone orizzontale di
massa trascurabile. 1l pistone di destra e sormontato da un grave di massa m = 0,35 kg,

La superficie di destra vale 95 cm? e quella di sinistra 15 cm?,

Quale forza dobbiamo applicare al pistone di sinistra affinché il fluido rimanga in equilibrio e alla

stessa altezza?

L /

Il principio di Pascal stabilisce che se applichiamo una pressione sulla superficie di un fluido essa
si trasmette inalterata al resto della superficie, in condizione di equilibrio. Se siamo in presenza della
forza di gravita, come sulla Terra, dobbiamo considerare anche la presenza di una pressione legata
alla profondita del fluido, detta pressione idrostatica, come illustrato nell’esercizio successivo.
Tuttavia il testo ci dice che vogliamo l'equilibrio con i pistoni alla stessa altezza, quindi quest'ultimo
problema non si pone.

Se vale il principio di Pascal allora la pressione sul pistone di destra e di sinistra ¢ la stessa.

P, =P, (5.12)
Sviluppiamo la definizione di pressione.
F, F
== (513)
Ss Sd



5.3 Pressione idrostatica

Se la pressione che agisce sui pistoni ¢ la stessa allora la forza che agisce su ogni pistone dipende
dalla superficie dello stesso. Sul pistone di destra agisce la forza peso del corpo di massa m.

Fy=F,=mg=035kg-9.81m/s’ = 343N (5.14)
E quindi la pressione sul pistone di sinistra deve essere:

15 cm?

= 0,542 N (5.15)

S5
Fs:FdS—d = 343N - -

95 cm

5.3 Pressione idrostatica

Esercizio 26 Calcola la pressione in fondo a una vasca piena d'acqua fino all'orlo e la cui altezza
interna é di 5m.

La pressione sul fondo di una vasca piena d’acqua ¢ data dalla somma della pressione che agisce
sulla superficie superiore dell'acqua (la pressione atmosferica py) e la pressione idrostatica del
liquido che sta sopra il punto in cui vogliamo calcolare la pressione, cioe sul fondo della vasca, alla
profondita h. Laltezza interna della vasca coincide in questo caso con la profondita del liquido in
essa contenuto, dal momento che la vasca & riempita fino all'orlo.

La pressione atmosferica al livello del mare vale py = 1,013 x 10° Pa.

La pressione idrostatica p di un liquido alla profondita h ¢ data dalla legge di Stevino:

P =po+pgh (5.16)

. s .. _ -3 <1 . . s -2
dove p ¢ la densita del liquido (py,0 = 1000 kgm™") e g & l'accelerazione di gravita (9,81 ms™°).
Per cui
p=1,013x10°Pa+1000kgm™>-9,81ms 2-5m =

(5.17)
= 1,013 x 10° Pa + 49050 kg m 3 - m? s 72 = 101300 Pa + 49050 Pa = 152050 Pa

Esercizio 27 Calcola la pressione dell'acqua all'altezza di un rubinetto posto a 75 cm da terra,
sapendo che il serbatoio dell'acqua (pieno) che lo alimenta ¢ posto a 11,8 m di altezza rispetto al
suolo. La profondita dell'acqua, alla base del serbatoio é 1,2 m.

In condizioni statiche (cioé quando il rubinetto € ancora chiuso e non scorre acqua nei tubi)
possiamo calcolare la pressione dell’acqua al rubinetto applicando la legge di Stevino. L'unica
grandezza da considerare con attenzione ¢ la profondita che compare nell'equazione. Questa non
¢ certamente l'altezza del rubinetto e neanche l'altezza assoluta della vasca, ma l'altezza relativa
del pelo libero dell’acqua sulla vasca rispetto all'imboccatura del rubinetto: quello che importa &
l'altezza della colonna d’acqua sopra il rubinetto.

h = hyasca + Pprof. —hrgp, = 11,8m+1,2m —75cm = 13m — 0,75m = 1225m  (5.18)

Infine:
p = po+ pgh=101300Pa+ 1000kgm™>-9,81ms 2 -12,25m = (5.19)

101300 Pa + 120725 Pa = 221472 Pa

31

Statica dei fluidi



54 Tuboa U

5.4 TuboalU

Esercizio 28 Supponiamo di avere a disposizione un tubo a U riempito di acqua, con l'estremita
di sinistra aperta, quello destra ermeticamente chiusa, il tutto all'equilibrio, come nellillustrazione
riportata. Il pelo libero dell'acqua vale 67 cm a sinistra e 34 cm a destra:

1. La pressione dell'acqua sara maggiore a destra o a sinistra e perché?

2. Quanto vale la pressione nel ramo di destra e di sinistra?

"

L j

Il tubo rappresentato in figura sembra piuttosto differente da un classico tubo a U. In effetti
la caratteristica principale di un tubo a U ¢ quella di avere due imboccature alle estremita (non
necessariamente in verticale) e un liquido all'interno del tubo, possibilmente con il livello in
entrambe le estremita superiore al livello nel liquido tra le anse intermedie. Questa ¢ la situazione
illustrata nella nostra figura. Se il liquido & all’equilibrio allora avere solo un ansa 0 numerose non
cambia niente.

Per trovare la pressione del liquido nel tubo ad U usiamo la legge di Stevino e la legge dei vasi
comunicanti. Il liquido deve essere incomprimibile.

In base alla legge dei vasi comunicanti, nel liquido posto nel tubo la pressione ¢ la stessa allo
stesso livello. D’altra parte la pressione cambia con la profondita cosi come indicato dalla legge di
Stevino.

Nel nostro caso la pressione dell’acqua ¢ maggiore a destra perché il livello & piu basso che nel
ramo di sinistra.

La pressione sul pelo libero dell'acqua a sinistra ¢ la stessa dell’aria con la quale ¢ in contatto e
quindi ¢ la pressione atmosferica:

ps = po = 101300 Pa (5.20)
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5.5 Spinta di Archimede

Per quanto riguarda il ramo di destra iniziamo considerando che la pressione nel liquido, allo
stesso livello, € uguale a destra e a sinistra. Quindi applicando la legge di Stevino ai punti del ramo
di destra che si trovano al livello di quello di sinistra possiamo scrivere:

pd = po +dgh (5.21)
dove h ¢ il dislivello tra i rami.
h=67cm—34cm =33cm = 0,33m (5.22)
Infine:
pg = 101300 Pa + 1000 kgm™> - 9,81 ms ™2 - 0,33 m = 104537 Pa (5.23)

5.5 Spinta di Archimede

Esercizio 29 Trova se un corpo di forma cubica, il cui spigolo vale 45 mm e la densita é 3000 kg m ™,

posto in acqua distillata, galleggia oppure no.
Trova inoltre quanto vale la spinta di Archimede che il liquido esercita sul cubo.

Se un corpo ¢ solido ed & immerso in un fluido allora galleggia se la sua densita ¢ inferiore a
quella del fluido; altrimenti affonda. In questo caso la densita del corpo (3000 kg m™>) & maggiore
di quella dell’acqua(1000 kg m ) e quindi affonda.

La spinta di Archimede si trova con la formula:

Sa = piVig (5.24)

dove Sy ¢ la spinta di Archimede, pf la densita del fluido e V; il volume di liquido spostato.

Dobbiamo prima trovare il volume del corpo. Il corpo ha forma cubica quindi il suo volume é:

V =1 = (45mm)? = (0,045 m)> = 9,1125 x 107> m? (5.25)

Il corpo affonda, quindi puo rimanere totalmente immerso nel liquido. Infine, sostituendo i dati
troviamo che:

Sp = 1000kgm™-9,1125x 10> m3 - 9,81 ms™2 = 0,894 N (5.26)
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5.5 Spinta di Archimede
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Cinematica

6.1 Diagramma orario di un moto

7 N
Esercizio 30 Su un foglio a quadretti riporta il diagramma orario della seguente tabella.
x(m)  #(s)
21 7,5
63 9
97 13,5
123 18
L J

Nello studio del moto risulta di fondamentale importanza rappresentare 'andamento del moto
con un grafico cartesiano. Questo ¢ quello che vogliamo fare in questo esercizio.

Abbiamo una tabella con due variabili correlate: spazio e tempo. Tra queste il tempo ¢ la variabile
indipendente e lo spazio quella dipendente (dal tempo). In un grafico cartesiano solitamente l'asse
delle ascisse ¢ legato alla variabile indipendente e quello delle ordinate alla variabile dipendente.

Cominciamo col tracciare gli assi dando ad essi il nome della variabile che vogliamo rappre-
sentare. [l nome dato all’asse, analogamente a quanto compare nella tabella, deve essere seguito
dall’'unita di misura usata scritta tra parentesi.

A questo punto vogliamo trovare I'opportuna scala di rappresentazione dei dati della tabella in
modo da riempire completamente il grafico.

Partiamo dalle ascisse. Misuriamo la lunghezza in cm che va dall’origine degli assi a fondo
scala. Se dividiamo questa misura per il valore piu grande del tempo riportato in tabella troviamo
a quanti cm deve corrispondere ogni secondo.

Lunghezza dellasse delle ascisse = 15 cm. Valore pit grande dei tempi = 18. Per cui:

15cm
18

Allora possiamo scrivere che 0,8 cm = 1.

Non esiste una regola universale per stabilire quante tacche inserire su un asse del grafico: ci
sono solo ragioni di opportunita estetica e funzionale. In questo caso potremo segnare 18 tacche
scrivendo un numero per ogni tacca, ma verrebbe una grafica troppo pesante. Oppure possiamo
segnare 18 tacche, ma riportare il numero solo una volta ogni cinque tacche. Nel grafico che segue
segniamo una tacca e un numero ogni due unita.

Facciamo la stessa cosa per l'asse delle ordinate.

Lunghezza dellasse delle ordinate = 7 cm. Valore pit grande dello spazio = 123. Per cui:

=0,8cm (6.1)

7 cm
123

= 0,08 cm (6.2)
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

Allora possiamo scrivere che 0,08 cm = 1 m.

In questo caso risulta impossibile segnare 123 tacche, ma possiamo agevolmente segnare una
tacca ogni 10 unita.

Infine congiungiamo ogni punto del grafico con il punto successivo attraverso un segmento.
t(s)
181
16 1
141

12 1

10 1

> x(m)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 110 120

6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

Esercizio 31 Un'automobile si muove con velocita costante sulla SS 131, da Oristano a Nuoro, dal
95km al 160 km. Parte alle ore 10:30 e arriva alle ore 11:40. Determina le seguenti grandezze
esprimendole nel sistema internazionale:

1. Lo spostamento effettuato.

2. Il tempo impiegato.

3. La velocita media.

J

1. La definizione dello spostamento effettuato puo essere AS = 5 — §;, cioe la differenza tra la
posizione finale e la posizione iniziale.

AS = S — S, = 160 km — 95km = 65km = 65 x 10> m = 65000 m (6.3)

2. Il tempo impiegato puo essere definito allo stesso modo: At = t; — t;, cioe l'intervallo tra il
tempo iniziale e quello finale.

At =t;—1=11:40h —10:30h = 1:10 h(cioé un ora e 10 minuti.) (6.4)
Trasformiamo questo risultato in secondi, cioe nel S.1.
1:10h=1h+ 10min = 3600s + 10-60s = 4200s (6.5)

3. La definizione di velocita media é:

AS _ 65000 m
At 42005

=15,5m/s (6.6)
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

6.2.1 Moto rettilineo uniforme in una dimensione e legge oraria

(Esercizio 32 Un ciclista percorrela SS 130 da 10 km a 35 km con una velocita costante di 28 km /h.
Determina:
1. Il tempo impiegato dal ciclista per andare dalla prima localita alla seconda.
2. A quale chilometro si trovera dopo 75 minuti dall'inizio della corsa.
3. A che ora sarebbe partito da 0 km se ¢ passato alle ore 10:00 a 13 km.

J

Supponiamo che il moto del ciclista sia rettilineo: siccome sappiamo che la velocita ¢ costante
lo potremo considerare come un moto rettilineo uniforme. Allora, se v¢ il modulo della velocita e
X la posizione iniziale a tempo t = 0's, la posizione (finale) occupata al tempo t &:

X = X9+ vt (6.7)

In questa legge oraria x ci dice anche quale sia la distanza percorsa al tempo f compresa la posizione
iniziale.
1. Sappiamo dai dati che la distanza percorsa &€ Ax = |x, — x|, dove x; & la posizione iniziale e x;
la posizione finale del ciclista lungo la strada:

Ax = |35km — 10km| = 25km 6.8)

Conosciamo anche la velocita quindi possiamo ricavare il tempo impiegato dal ciclista per
arrivare alla posizione finale ricavandolo dalla legge oraria del moto.

Ax = x—xy = vt (6.9)

_Ax _ 25km _ 25x10°mh

— = = =0,89h = 0,89 - 60 min = 53 min (6.10)
v 28km/h  28x10°m

2. Per sapere dove si trovera il ciclista dopo 75 minuti applichiamo ancora la legge oraria, che
ci dice quale sia la posizione x al tempo ¢ e per la quale possiamo scrivere che la posizione al
tempo 75 minuti sara:

3
x = x4+ vt = 35km +28 .75 min = 35x 103 m + 2520 ™ (75.60.5) = 70000 m (6.11)
h 3600 s

3. Per saper a che ora ¢ partito da 0 km ci basta sapere quando tempo avrebbe dovuto impiegare
ad arrivare a 13 km, sottraendo quel tempo alle 10: 00 h.

In questo caso Ax = 13 km, quindi:

_Ax_ 13km _ 10x10°mh
v 28km/h  28x10%m

=0,46h (6.12)

t =ty —t=10,00h—046h = 954h (6.13)
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

6.2.2 Dallalegge oraria al grafico spazio-tempo

N\

Esercizio 33 Due auto si muovono di moto rettilineo uniforme lungo la stessa strada.

La legge del moto delle due auto ¢: Sy =575m —64m/s-t ; Sg=130m+48m/s-¢

1. Rappresenta in un grafico spazio-tempo le due leggi.
2. Trova la distanza tra le due auto al tempot = Os.

3. Trova la distanza tra le due auto al tempo 7 minuti.
4. Trova in che istante la distanza tra le auto ¢ 300 m

J

L.

Abbiamo due auto che si muovono di moto rettilineo uniforme: lo capiamo dalla loro legge del
moto. Il grafico associato ai due moti € una retta: per rappresentare le due leggi in un grafico
dobbiamo disegnare una retta.

Per disegnare una retta basta tracciare due punti: si scelgono a piacimento due valori per la
variabile indipendente (nel nostro caso il tempo ) e si ricavano i corrispondenti valori della
variabile dipendente (nel nostro caso la posizione S). Con questi calcoli otteniamo le coordinate
in ascissa e ordinata dei due punti.

Se ci riferiamo alla legge del moto conviene considerare, per semplicita, cosa accade al tempo
t; = 0seal tempo t, = 1s. Troviamo in corrispondenza la posizione e possiamo trovare le
coordinate di due punti per le due leggi del moto.

Sp(0s) =575m —64m/s-0s =575m (6.14)

Sp(1s)=575m—64m/s-1s=511m (6.15)

I due punti sono P (05,575 m) e Pa,(15,511 m).
Analogamente per la seconda auto.

Sg(0s) =130m +48m/s-0s = 130 m (6.16)

Sp(1s) =130m+48m/s-1s=178m (6.17)

I due punti sono Pg (0s, 130 m) e P (1,178 m).
Il tempo va in ascissa e la posizione in ordinata.

S(m)
T
500 +
4001
300+
2001+ Sp
100 1

RN
0 i/ t(S)

La retta associata alla prima legge del moto ¢ decrescente: la velocita ¢ negativa. Viceversa per
la seconda legge.
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

. Ladistanza AStra le auto ¢ la differenza tra le loro posizioni al tempo indicato, presa col valore
assoluto: una differenza negativa non avrebbe significato fisico.

|AS| = |SA(05)—Sg(0s)| = [575 m—64 m/s-0 s—(130 m+48 m/s-0's)| = [575 m—(130 m)| = 445 m
(6.18)
oppure, direttamente possiamo dire che la distanza al tempo ¢t = 0's ¢ la differenza tra le loro
posizioni iniziali:
AS| = |Sp, — S, | = 1575 m — (130 m)| = 445 m (6.19)
L'ordine con cui scriviamo le due posizioni nell’espressione della distanza non cambia l'unico
risultato possibile.

. Larisposta ¢ analoga a quella precedente con il tempo t calcolato a 7 minuti. Trasformiamo
questo istante in secondi:

t=7min=7-60s=420s (6.20)
|AS| = |SA(420s) — SB(420s)| =
|575 m — 64 m/s +420s — (130 m + 48 m/s -4205s)| = | —26305m — (20290 m)| = 46595 m
(6.21)

. Per trovare l'istante in cui abbiamo una certa distanza dobbiamo scrivere I'equazione della
distanza tra le auto, trovando I'incognita t. In questo caso abbiamo pero6 due soluzioni a seconda
dell’'ordine con cui sottraiamo le posizioni. Fisicamente, infatti, le auto si troveranno ad una
certa distanza sia prima di incontrarsi che dopo.

Cominciamo col sottrarre la posizione di Sg a quella di S, visto che si trova pilu avanti.

|AS| = |So(t) — Sg(®)| = |575m — 64 m/s-t — (130 m + 48 m/s - )| = 300 m
575m—64m/s-t—130m —48m/s-t =300 m
575m —300m — 130m = 64m/s-t+48m/s -t
145m = 112m/s -t
_ 145m
- 112m/s

(6.22)
=1,29s

Adesso sottraiamo la posizione di S4 a quella di Sg.

IAS| = |Sg(t) — Sa(t)| = [130m + 48 m/s -t — (575m — 64 m/s - )| = 300 m
130m +48m/s-t—575m+64m/s-t =300m
64m/s-t+48m/s-t=575m+ 300m — 130 m
112m/s -t = 745m

745 m
T 112m/s

(6.23)
=6,65s

Dal punto di vista matematico un’equazione col valore assoluto del tipo scritto |AS| = 300 m si
traduce in due equazioni (quelle svolte qui sopra), una col piu e una col meno AS = £300 m.
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

6.2.3 Dal grafico spazio-tempo alla legge oraria

4 N
. . . . S(m)
Esercizio 34 Abbiamo un moto descritto dal N
diagramma orario disegnato qui di fianco. 40T
1. Trova la legge del moto. 20 7
2. Quanto spazio ha percorso l'oggetto dopo 5 3 #(s)
inuti dal t f=0s? 0 40 60 80 100
minuti dal tempo s 20 /20/
L /
1. Una retta in un grafico spazio-tempo ¢ associata ad un moto rettilineo uniforme.
Quindi la legge del moto ¢:
S=S+v-t (6.24)
dove S ¢ la posizione del corpo al tempo t = 0s e ve la velocita.
Questa legge ¢ anche quella di una retta in forma esplicita nel piano cartesiano: esplicita perché
la variabile dipendente y ¢ messa in evidenza.
y=mx+gq (6.25)
In questa relazione m ¢ chiamato coefliciente angolare e ci da indicazioni sull'inclinazione
della retta. Il termine q rappresenta il punto di intersezione della retta con I'asse y. Tra questa
relazione e la legge del moto c’¢ completa corrispondenza: la variabile x corrispondente al
tempo t, la variabile yalla posizione S, il parametro m alla velocita, il parametro q al termine S,.
Per ricavare la legge del moto leggiamo dal grafico quale valore ha lo spazio nel punto in cui la
retta intercetta I'asse delle ordinate: quello ¢ il punto in cui si trova il corpo all'istante t = 0's.
So =—20m (6.26)
Per ricavare la velocita ricordiamo la definizione di velocita media:
A S — S
=221 (627)
At t—t
Il corpo percorre uno spazio AS = 20 m per andare da S; = —20 m a S¢ = 0 m; questo avviene
in un intervallo di tempo At = 35 s dall'istante ¢, = 0 s all'istante t; = 35s. Per cui:
Om—(—20m
_AS_ ( ) _20m _ 0,57m/s (6.28)
At 35s—0s 35s
La retta ¢ inclinata verso l'alto: il coefficiente angolare e quindi la velocita del moto devono
essere positivi.
Infine la legge del moto é:
S=-20m+0,57m/s-t (6.29)
2. Per sapere quanto spazio ha percorso il corpo dobbiamo trovare la distanza tra dove ¢ arrivato

e dove é partito. La legge del moto ci dice sempre dove il corpo si trova; non sempre ci dice
anche quanto spazio ha percorso.
Il corpo, all'istante t = 0's, si trova nella posizione:

S =—-20m+0,57m/s-0s =—20m (6.30)
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

All'istante ¢t = 5 minuti si trova nella posizione:

Sy =—20m+0,57m/s-(5-60s) =151 m (6.31)
Infine la distanza percorsa ¢:

AS=S5,—5 =151m—(—20m) = 171m (6.32)

Nota: in questo esercizio abbiamo indicato la legge del moto indicando la posizione con S
invece che come x nell’esercizio precedente: questo per non confondere la x della posizione con
la x dell'equazione di una retta nella forma parametrica. Molti libri delle superiori esprimono la
legge del moto usando comunque la S per la posizione.

6.2.4 Dal grafico velocita-tempo alla legge oraria

4 . . . L 0 o \
Esercizio 35 Qui di seguito ¢ riportato il diagramma orario di un moto.
Il corpo parte dalla posizione x = 5m
Trova la legge del moto che descrive ogni tratto indicato.
v(m/s)
7T
64 b
5 4
T a
3 4
2 4
1 4
t f f . t t > (s
_10__ 1 2 3 4 5 6 7 ©)
C
-2+
L /

Il grafico rappresenta il diagramma orario relativo ad un moto unidimensionale. Supponiamo,
in mancanza di altre informazioni, che il moto avvenga su una retta.

Tratto a

Il primo tratto & un segmento di retta orizzontale: la velocita & costante (v, = 3 m/s). Si tratta
di un moto rettilineo uniforme. La legge oraria ha la forma x = x; + vt.
La posizione iniziale non é mai deducibile dal grafico velocita-tempo, ma ci viene esplicitamente detta
con i dati del problema: x; = 5 m. Allora la legge oraria del tratto a &:

%) =3m+5m/s-t (6.33)

Tratto b

Il secondo tratto € un segmento di retta orizzontale: la velocita ¢ ancora costante (v, = 7m/s) e
quindi si tratta ancora di un moto rettilineo uniforme. La posizione iniziale del tratto b 1a ricaviamo
calcolando la posizione finale del tratto precedente, al nuovo tempo iniziale che ¢t = 2s.

x,(2s)=5m+3m/s-2s=11m (6.34)
Infine, se consideriamo il tempo ¢t = 2's come il nuovo tempo iniziale, allora la legge del moto &:
x#)=11m+7m/s-t (6.35)
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Oppure, se vogliamo riferirci allo stesso tempo indicato nel tratto precedente, possiamo indicare il
tempo che compare nella legge come la differenza tra il tempo ¢ e quello dell'instante iniziale del
nuovo tratto.

() =11m+7m/s-(t—25s) (6.36)

Tratto c
Nell'ultimo tratto il moto ¢ del tutto analogo a quanto visto nei tratti precedenti: la velocita &
ancora costante (v, = —2 m/s) e quindi si tratta ancora di un moto rettilineo uniforme. Nuovamente

la posizione iniziale del tratto c la ricaviamo calcolando la posizione finale del tratto precedente,
al nuovo tempo iniziale che ¢ t = 4, se partiamo dallo zero iniziale, oppure t = 2’5, se partiamo
dall'inizio del tratto b.

x(4s)=11m+7m/s-(4s—2s) =25m (6.37)
Oppure:
%(2s)=11m+7m/s-2s=25m (6.38)
Infine, se consideriamo il tempo ¢t = 4 s come il nuovo tempo iniziale, allora la legge del moto ¢&:

x()=25m—2m/s-t (6.39)

Oppure, se vogliamo riferirci allo stesso tempo indicato nel tratto precedente, possiamo indicare il
tempo che compare nella legge come la differenza tra il tempo ¢t e quello dell'instante iniziale del
nuovo tratto.

x(t)=25m—2m/s-(t —4s) (6.40)

/Esercizio 36 Due auto partono alle estremita opposte di una strada rettilinea lunga 3km. La
prima si muove con una velocita di 70 km/h. La seconda si muove con una velocita di 85 km/h.
L In che punto della strada si incontreranno?
2. Quanto tempo impiegano ad incontrarsi?
3. In che istante la loro distanza ¢ 1,5km ?

J

Supponiamo che le auto si muovano con velocita costante e quindi di moto rettilineo uniforme.
Lalegge del moto rettilineo uniforme ci dice che partendo con velocita costante vdalla posizione
Xy dopo un tempo ¢ si arriva alla posizione x:

X=Xy + vt (6.41)
La velocita della prima auto é:
70000 m
v =70km/h=——— =194m/s 6.42
1 / 3600 s / (6.42)
La velocita della seconda auto é:
85000 m
v, = 85km/h=—— =23,6m/s 6.43
2 / 3600 s / (6.43)

Per descrivere completamente il moto delle due auto dobbiamo utilizzare un riferimento
comune e un sistema di coordinate. Il riferimento comune ¢ la strada. Come sistema di coordinate
prendiamo una retta orientata verso destra.

Prendiamo come positivo il verso di percorrenza della prima auto e fissiamo I'estremita sinistra
della strada a 0 m. Allora la prima auto parte dalla posizione x; = 0 m e si muove verso destra con
velocita positiva. La seconda auto di conseguenza parte dalla posizione x, = 3000 m e si muove
verso sinistra: la sua velocita ha segno negativo.
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6.2 Moto rettilineo uniforme in una dimensione

X1 X2
— e — >
Vi Vv, x(m)
Scriviamo la legge oraria delle due auto:
x(t); =x;+wt=0m+ (194m/s)t = (19,4m/s)t (6.44)
x(t)y = x5 + Wt = 3000 m — (23,6 m/s)t (6.45)
Se le auto si incontrano in punto allora deve avvenire che:
X(t)l = X(t)z (646)

Se eguagliamo le due leggi orarie possiamo ricavare l'instante in cui le auto si incontrano.
(19,4m/s)t = 3000m — (23,6 m/s)t (6.47)

t(19,4m/s + 23,6 m/s) = 3000 m (6.48)
,_ 3000 m
(19,4m/s+ 23,6 m/s)

Se sostituiamo questo tempo in una qualsiasi delle due equazioni del moto troviamo dove le
due auto si incontrano:

=6938s (6.49)

x(t); =19,4m/s-69,8s = 1353 m (6.50)
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6.3 Moto uniformemente accelerato

Esercizio 37 Un sasso ¢ lanciato verso l'alto con velocita iniziale di 65km/h, da una altezza di
4m.

L Quanto tempo impiega ad arrivare nel punto piu alto?
2. Se trascuriamo lattrito dellaria, fino a che altezza arriva?

>

. Il corpo si muove verso l'alto di moto uniformemente accelerato, come rappresentato

qui di fianco.
La velocita iniziale ¢ diretta verso 'alto, concorde con il verso positivo dell’asse x, per
cui la possiamo considerare positiva e nel SI vale:

65000 m

vy = 65km/h = =18,1m/s (6.51)

'accelerazione, nello stesso sistema di riferimento, ¢ diretta verso il basso: di conse-
L

guenza la consideriamo negativa e vale 9,81 ms™2,

Quando il corpo, lanciato verso l'alto, raggiunge l'altezza massima la sua velocita é zero.

Per un moto uniformemente accelerato vale questa relazione:
v(t) = vy + at (6.52)

Se t & I'istante in cui il corpo raggiunge la la massima altezza, in quellistante v(t) vale
zero. Allora, dalla relazione precedente, possiamo ricavare il tempo t.

Oms ! =181ms ' — (9,81 ms?)t (6.53)
18,1ms™?
= % M8 g4 (6.54)
9,81 ms2
. Lalegge del moto ¢:
x(t) = xp + vt + %at2 (6.55)

Dove x(t) & la posizione al tempo ; x; & la posizione di partenza; v, & la velocita iniziale
e a e l'accelerazione di gravita.

Se sostituiamo il tempo t appena trovato in questa relazione troviamo l'altezza massima
alla quale arriva il corpo.

x(1,84s) = 4m + 18,1 = . 1,845 — %9,81 = (18457 =207m  (656)
S S

Esercizio 38 Uno spazzacamino cade dal tetto di una casa. Per toccare terra impiega 1,5 .

L Qual ¢ l'accelerazione con cui cade?
2. Qual é la velocita con cui tocca il suolo se parte da fermo?

3. Qual ¢ l'altezza da cui cade, cioe qual ¢ la distanza che percorre cadendo?

1. Il moto di un grave, cioe di un oggetto che cade spinto dalla sola forza di gravita, ¢ un moto
uniformemente accelerato. L'accelerazione & quella di gravita: 9,81 ms~2. Questo & corretto se
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non c’¢ I'aria che rallenta il moto. Poiché I'attrito dell’aria dipende dalla velocita dell'oggetto ed
in questo caso lo spazzacamino cade per (soli?) due secondi, I'attrito puo essere trascurato.
2. Lavelocita aumenta linearmente con il tempo secondo la legge:

v=1+at (6.57)

dove a ¢ 'accelerazione di gravita e v ¢ la velocita iniziale (qui nulla). Quindi:
v =gt=9,81 22 ‘1,55 =14,7ms ! (6.58)
S
3. Per sapere da che altezza cade usiamo la legge oraria del moto:

S =Sy + vt + %atz (6.59)

Dove S ¢ la distanza percorsa al tempo ¢ (cioe l'altezza da cui cade); S ¢ la posizione di partenza
(supponiamo che la posizione iniziale sia nulla e che il verso positivo del moto sia verso il
basso); v € la velocita iniziale (qui nulla) e a & I'accelerazione di gravita. Quindi:

S= 1gt2 = Llog1 ™ (1552 = 11,04m (6.60)
2 2 g2

Esercizio 39 Un treno si muove alla velocita di 110 km/h verso un passaggio a livello posto a
6 km di distanza. Un auto, invece, procede nello stesso istante verso lo stesso passaggio a livello con
una velocita di 90 km/h da una distanza di 5 km.

L Chi riuscira ad arrivare prima al passaggio a livello?

2. Quanto deve accelerare l'auto per arrivare con un vantaggio di almeno 30 s prima che si chiudano
le barriere del passaggio a livello?

3. Quale dovrebbe essere la velocita finale dell'automobile se comincia subito ad accelerare in
maniera uniforme? Riuscira a non superare i limiti di velocita?

/
1. Siail treno che l'auto si muovono di moto rettilineo uniforme.
La velocita del treno é:
110000 m
v = 110km/h = ———— =30,5m/s 6.61
k / 3600 s / (6.61)
La velocita dell’auto é&: 90000
m
v, =90km/h = — = 25m/s 6.62
A / 3600 s / (6.62)

I due corpi si muovono con velocita costante. Supponiamo che si muovano su una retta e
descriviamo il loro moto con la legge del moto rettilineo uniforme. Questa ci dice che partendo
con velocita costante vdalla posizione x;; dopo un tempo ¢ si arriva alla posizione x:

X =xy+ vt (6.63)

Supponendo che x; = 0 m per entrambi i corpi (ognuno nella sua traiettoria) possiamo trovare
il tempo t; impiegato dal treno e quello ¢, impiegato dall’auto a giungere al passaggio al livello:

_ X 6000m

L= —= ——"_ =1975 6.64
YT T 30,5m/s (6.64)
X
=T 2000m (6.65)
v, 25m/s

Quindi arrivera prima il treno.
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2. Sel'auto accelera, il moto puo essere considerato uniformemente accelerato.
La legge del moto sara:

X =Xy + vt + %at2 (6.66)

In questa legge conosciamo gia le grandezze x, x; e v,. Il tempo ¢ quello precedentemente
attribuito al treno meno i 30 s di vantaggio che vogliamo dare all'auto. Quindi:

t=1t—30s=197s—30s = 167s (6.67)

L'unica grandezza ancora incognita della legge ¢ 'accelerazione.
L'espressione diventa un’equazione di primo grado in a che mettiamo in evidenza:

X — vt = %at2 (6.68)
X — Vt 5000m —25m/s-167s
a=2—F-=2 2/ = 0,059 m/s? (6.69)
t 167 s

Questa accelerazione ¢ fortemente irrealistica proprio per la sua piccolezza: un’auto accelere-
rebbe maggiormente nei primi secondi per poi stabilizzare la sua velocita.

3. In ogni caso, tenendo quella accelerazione per tutto il tempo indicato la velocita finale sarebbe:

V=V, +at =25m/s+0,059m/s? - 167s = 34,9m/s = 125km/h (6.70)

6.3.1 Dal grafico spazio-tempo alla legge oraria

Esercizio 40 Qui di seguito ¢ riportato il diagramma orario di un moto.
Trova la legge del moto che descrive ogni tratto della traiettoria indicata.
x(m)
L j

[l moto avviene in una dimensione. Supponiamo per semplicita che avvenga su una retta. Il fatto
che le posizioni siano indicate su un unico asse non significa automaticamente che si riferiscano
ad una retta: potrebbe trattarsi della posizione su una curva.

Tratto a

Il tratto a € un segmento di retta: si tratta quindi del grafico di un moto rettilineo uniforme.

La legge oraria del moto é:

x(t) = xp + vt (6.71)
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La posizione iniziale xy (xy = 8 m) si legge direttamente nel grafico al tempo iniziale t = 0's.
La velocita & data dall'inclinazione della retta. Oppure ¢ uguale alla velocita media ottenuta
prendendo due punti qualsiasi di quel tratto di retta. Prendiamo gli estremi del segmento:
X2—X1 11m—-8m 3m

o - =20 10m/s 672
m Iy — 1 3s—0s 3s / (6.72)

La legge oraria del tratto a ¢:
%) =8m+ (1m/s)t (6.73)

Tratto b
Il tratto b & un segmento di retta orizzontale: il corpo & fermo nella sua posizione iniziale.

x(t) = 11m (6.74)

Tratto ¢

Il tratto ¢ € un segmento di retta: si tratta quindi del grafico di un moto rettilineo uniforme.
La posizione iniziale x; si legge direttamente nel grafico al tempo iniziale f = 5s: x; = 11 m.
Analogamente al primo tratto ricaviamo la velocita prendendo gli estremi di quel segmento di

retta.
_ X9 — X1 _ —2m-—11m _ —-13

N 65m/s (6.75)
Iy —1 7s—5s 2s

Vm

Infine c’e da considerare che nella usuale legge oraria x; e v si riferiscono al tempo iniziale ¢ = 0s.

Nel nostro caso si riferiscono al tempo ¢, = 5s. Per cui, per la correttezza della nostra legge,
dobbiamo sottrarre questo tempo da t, sostituendo alla variabile ¢ la variabile t — ;. E come se
traslassimo nel tempo tutto quanto.

La legge oraria del tratto c &:

xt)=xy+v(t—t)=11m—(6,5m/s)(t —5s) (6.76)

6.3.2 Dal grafico velocita-tempo alla legge oraria

Esercizio 41 Qui di seguito é riportato il diagramma orario di un moto.
Il corpo parte dalla posizione x = 3 m
Trova la legge del moto che descrive ogni tratto della traiettoria indicata.
v(m/s)
8 4
7 4
61 a
5
4 4
3 4
2 4
1 4
0 1 2 3
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Il grafico rappresenta il diagramma orario relativo ad un moto unidimensionale. Supponiamo,
in mancanza di altre informazioni, che il moto avvenga su una retta.

Tratto a

Il primo tratto ¢ un segmento orizzontale: la velocita & costante (v; = 5m/s). Si tratta di
un moto rettilineo uniforme. La posizione iniziale non ¢ mai deducibile dal grafico. Ci viene
esplicitamente detto con i dati del problema: x) = 3m.

La legge oraria del tratto a é:

%) =3m+ (5m/s)t 6.77)

Tratto b
Il secondo tratto ¢ un segmento di retta non orizzontale: la velocita sta aumentando linearmente.
Si tratta di un moto uniformemente accelerato. La legge del moto sara:

X =Xy + vt + %at2 (6.78)

La posizione iniziale la ricaviamo calcolando la posizione finale del tratto precedente al nostro
tempo iniziale (t = 4s).
x,(4s) =3m+ (5m/s)(4s) =23 m (6.79)

Laccelerazione, essendo costante, puo essere determinata come accelerazione media tra due punti
del nostro tratto. Prendiamo i punti estremi.
vw—v 8m/s—5m/s 3m/s

ay = = = =1,5m/s? 6.80
o Iy — 1 6s—4s 2s / (680)

Infine, come abbiamo osservato nell’esercizio precedente, la legge oraria viene scritta considerando
X € vy al tempo iniziale t = 0s. Nel nostro caso si riferiscono al tempo t; = 4. Per cui, per la
correttezza della nostra legge, dobbiamo sottrarre questo tempo da t, sostituendo alla variabile ¢ la
variabile t — t;. E come se traslassimo nel tempo tutto quanto. Quindi la legge del moto é:

() = x9 + v,(t — ;) + %a(t —t)? =23m+ (5m/s)(t —4s) + (0,75m/s?)(t — 4s)*>  (6.8])

Tratto c

Nell'ultimo tratto il moto ¢ del tutto analogo a quanto visto nel tratto precedente. L'unica
differenza sostanziale ¢ che ci aspettiamo di avere un’accelerazione negativa in quanto la velocita
va diminuendo.

La legge del moto sara:

1
X =Xy + vt + Eat2 (6.82)

La posizione iniziale la ricaviamo calcolando la posizione finale del tratto precedente al nostro
tempo iniziale (t = 6s).

xp(4s) =23m+(5m/s)(6s—4s)+(0,75m/s>)(6s—45)*> =23m+10m+3m = 46 m (6.83)

Laccelerazione, essendo costante, puo essere determinata come accelerazione media tra due punti
del nostro tratto. Prendiamo i punti estremi.
vw—v; Om/s—8m/s —8m/s

_ — = = —2,66m/s (6.84)
by — 1 9s—6s 3s

am
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Infine, come abbiamo osservato nell’esercizio precedente, la legge oraria viene scritta considerando
Xp € vy al tempo iniziale t = 0s. Nel nostro caso si riferiscono al tempo t; = 6. Per cui, per la
correttezza della nostra legge, dobbiamo sottrarre questo tempo da t, sostituendo alla variabile ¢ la
variabile t — t;. Quindi la legge del moto é:

x () = xp +v,(t — ) + %a(t —t)? =46m+ (8m/s)(t — 65) — (1,33 m/s*)(t — 65)°>  (6.85)
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6.4 Posizione, velocita e accelerazione come vettori

Esercizio 42 Sono riportati qui di seguito alcuni punti successivi presi dalla traiettoria di un corpo.
Tra un punto e il successivo intercorre un intervallo di 1's. Le coordinante dei punti sono in metri.

L Riporta su un piano cartesiano il vettore posizione relativo ad ogni punto.

2. Disegna nel grafico il vettore spostamento tra una posizione e la successiva.

3. Disegna nel grafico il vettore velocita media tra una posizione e la successiva

4. Disegna nel grafico il vettore accelerazione media tra una velocita e la successiva.

P =(0;2); Py =(1;3); Py = (5;5,25); Py = (7;1) ; Ps = (9;2) ; Ps = (11;4,5)

Un vettore posizione 7 & un vettore applicato nell'origine degli assi cartesiani e con la punta nel
punto del piano a cui si riferisce. Per cui il nostro disegno potrebbe essere:

y(m)

5+ 7,

t t — X(Im
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 (m)

Il vettore spostamento & definito come s;5 = 7, — 1 ciog il vettore differenza tra due posizioni
successive. In pratica € un vettore che parte dalla punta del primo vettore per arrivare alla punta

del secondo.

y(m)

La velocita media é definita come:

L Sz _R-h
= =2 = (6.86)
At -t



6.4 Posizione, velocita e accelerazione come vettori

Il vettore velocita ha la stessa direzione e verso del vettore spostamento da cui si ricava. Il modulo
in generale non ¢ lo stesso. Nel nostro caso, essendo I'intervallo At tra due posizioni successive
sempre uguale a un secondo, anche il suo modulo ¢ lo stesso. Ovviamente non la stessa I'unita di
misura.

V56

=
~

8
~

In che punto devono essere applicati i vettori velocita trovati?

Ognuna di queste velocita medie ¢ la velocita media di ogni punto della traiettoria compreso
tra gli estremi del vettore spostamento. Per esempio, ogni punto della traiettoria compreso tra
la posizione 7; e la posizione 7, ha come velocita media v;,, quindi quel vettore potrebbe essere
applicato non solo all'estremo di 7, ma ad ogni punto di s;5. Osserviamo anche che avevamo sei
posizioni, ma da queste abbiamo potuto ricavare solo cinque spostamenti e quindi cinque velocita
medie.

Consideriamo infine I'accelerazione media tra un punto con una certa velocita e il punto
successivo.
A
Gp= — =21 6.87)
At bt —t
Applichiamo questa definizione al nostro disegno.

Le prime due velocita sono vy, e V3. Per farne la differenza applichiamo il secondo vettore (vVy3)
nel punto in cui & applicato il primo (v;5) e lo tracciamo in grigio e tratteggiato. La differenza tra i
due vettori Av¢ il vettore che va dalla punta del primo a quella del secondo.

Infine I'accelerazione media & un vettore con la stessa direzione e verso di Av, ma il cui modulo
& diviso per At. Nel nostro esercizio At vale un secondo quindi accelerazione media e Avhanno lo
stesso modulo e possono essere disegnati con un vettore con la stessa lunghezza.

Riportiamo il vettore accelerazione del disegno in nero e lo chiamiamo a;3.
Qual ¢ il punto di applicazione di questo vettore?

Poiché esso rappresenta l'accelerazione media nel tratto compreso tra la posizione 7| e 73
potrebbe andare bene qualsiasi punto della traiettoria compreso in quel tratto.

Applichiamo questi ragionamenti ad ogni coppia successiva di velocita. A partire da cinque
velocita medie otterremo quattro accelerazioni medie.
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&
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y(m)

~ R\

5+

: : I x(m)
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6.5 Moto parabolico di un proiettile

Esercizio 43 Un proiettile viene lanciato dal suolo, verso l'alto, su un piano orizzontale, con una
velocita iniziale di 700 ms™! e con un angolo di 80° rispetto all'orizzontale.
Trascurando l'attrito dell'aria:
1. Qual ¢ la massima altezza raggiunta dal proiettile?
2. Qual ¢ la gittata del proiettile?
3. Quanto vale il modulo della velocita dopo due secondi e che angolo forma con il piano?

Il moto del proiettile, a causa della natura vettoriale della velocita, puo utilmente essere scompo-
sto in due componenti: una parallela al piano e una perpendicolare. In orizzontale il corpo procede
con velocita costante, non essendo sottoposto al alcuna forza. In verticale il moto ¢ accelerato:
l'accelerazione ¢ quella di gravita. Scomponiamo innanzi tutto la velocita iniziale:

vy, = W cos(6) = 700ms ' - 0,174 = 121 ms™!

) 1 1 (6.88)
vy, = Vo sin(f) = 700 ms™ - 0,985 = 689 m's
Le leggi del moto orizzontale e verticale sono:
x(t) = vyt
(6.89)

1
y(t) =yt — 2 gt?

Nelle due equazioni abbiamo considerato nulla la posizione iniziale in orizzontale x; e in
verticale y,. Supponiamo inoltre, ed ¢ una nostra scelta arbitraria, che il suolo si trovia 0 m e il
verso positivo delle ordinate sia verso l'alto. Di conseguenza I'accelerazione di gravita (diretta verso
il basso) determina il segno meno.

Per quanto riguarda la velocita in funzione del tempo possiamo scrivere:

Vi = cost.
vy =y, — 8t
1. Per determinare la massima altezza raggiunta dal proiettile consideriamo che quando questo
raggiunge il punto piu alto la componente verticale della velocita si annulla:

(6.90)

vy =0 ms 1= vy, — &t (6.91)

Da questa equazione possiamo mettere in evidenza t e ricavare il tempo:

V. -1
po 0 _689ms 05 (6.92)
g 98lms2

Adesso sappiamo l'istante al quale il proiettile arriva alla massima altezza. Sostituiamo questo
valore nell'equazione del moto verticale e troveremo l'altezza cercata.

YO = vyt — 1o12 6890 . 7025~ 2981 ™. (7025)? = 24196 m (6.93)
o2 s 2 52
Oppure potevamo usare direttamente la formula che ci da l'altezza massima nel moto parabolico
2
V.
Binax = = (6.94)
28

Questa relazione vale solo se il corpo parte da altezza nulla.
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2. Nell'equazione del moto verticale se poniamo la posizione finale uguale a zero otteniamo un
equazione di secondo grado nel tempo che ha due soluzioni: sono l'istante in cui il proiettile
parte e l'istante in cui ritorna al suolo. Quindi abbiamo:

_ 1 1
Oms ! = vyt — Egt = t<vy0 — Egt) (6.95)
Le cui soluzioni sono:

t=0s (6.96)

2vy,  2.689ms!

t =
g 9,81 ms 2

= 140s (6.97)

Se sostituiamo questo tempo nell’equazione del moto orizzontale troviamo la gittata

PAVIRY)
0N 121 ™ 1405 = 16940 m (6.98)
S

x(t) = vyt =

L'ultima relazione trovata, anche nella seguente variante:

AVIRY; 2 g
o e _ 2v< sin(0) cos(0) (6.99)
8 g

¢ la formula della gittata indicata in molti testi. Potevano usarla per rispondere direttamente al
quesito, ma essa vale solo quando il punto di partenza e di arrivo stanno alla stessa altezza.

3. Per trovare le componenti della velocita ad un certo istante usiamo la

v, = 121 ms~!
(6.100)

vy = 689ms 1 —981ms%-2s=669ms

Il modulo della velocita sara:

W] = (w2 + 12 =(121ms )2 + (669 ms~1)% = 680 ms~! (6.101)

Per trovare I'angolo che il vettore velocita forma con l'orizzontale possiamo usare la seguente

relazione: .
v —

0 = arctan (—y> = arctan (m) =79,7° (6.102)
Vy 121ms™!

L'angolazione rispetto al piano & diminuita (per quanto di poco), come ci si aspetta.
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6.5.1 Salto oltre un ostacolo

Esercizio 44 Un proiettile viene lanciato dal suolo verso l'alto. Il proiettile deve superiore la cima
di un colle alto h. = 150 m posta a una distanza d,, = 700 m.
Trascurando l'attrito dell'aria:

1. Quale velocita deve avere il proiettile per superare la collina?

2. Quale angolo forma con il terreno la velocita iniziale?

3. A che altezza arriva in quelle condizioni?

4. A che distanza oltre la collina va posarsi al suolo?

5. Qual ¢ il tempo di volo del proiettile?

Il moto del corpo ¢ parabolico: un moto rettilineo uniforme in orizzontale e uniformemente
accelerato in verticale. Per poter superare la collina il corpo deve raggiungere la massima altezza
(il vertice della parabola della traiettoria) almeno all’altezza della collina stessa.

La legge del moto del corpo (prendendo come posizione iniziale xy = Ome y; = 0 m) &:

x(t) = vy t
~ 1, (6.103)
y(t) = vyt — 28t

1. Primo metodo
La minima velocita che deve avere un corpo per superare un ostacolo ¢ quella per cui il vertice
del moto parabolico & proprio sull'ostacolo. Possiamo usare direttamente la relazione per
ottenere l'altezza massima del moto parabolico.
V2

Ry = =2 (6.104)

28

Mettiamo in evidenza questa velocita.

vyo = Vzghmax

(6.105)
vy, =2-9,81ms™2-150m = 54,3 m/s

Possiamo poi usare la formula che lega la gittata alle componenti della velocita iniziale.

2V, Vy,
Xgittata = ; - (6.106)

Questa distanza ¢ il doppio della distanza che separa il punto di lancio dall’ostacolo.

xgittata = 2dx (6107)
Per cui, dall'espressione della gittata possiamo ricavare la componente orizzontale della velocita
iniziale.
9 dx _ 21}xovyo
8
Vi Vy
d, = —0 (6.108)
g
deg 700m-9,81ms 2
vy, = 28 = L0 SIS 196,5m/s
vy, 54,3m/s
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Infine il modulo della velocita minima iniziale vale:

v =V + V2 = (543 m/s)? + (126,6 m/s)% = 137,7 m/s (6.109)

Secondo metodo

Procediamo allo stesso modo, ma senza utilizzare le formule particolari precedentemente
usate. Quando un corpo lanciato verso l'alto arriva all’altezza massima la sua velocita finale ¢
zero. La seguente relazione, valida per un moto accelerato, lega la distanza percorsa ycon la
velocita iniziale e finale.

vfz = vg + 2ay (6.110)

La distanza che vogliamo percorre ¢ almeno l'altezza h. della collina; la velocita iniziale ¢ la
velocita iniziale in verticale del corpo. Per cui:

Om/s = vﬁo — 2gh,
vy = 2ghe (6.111)

v, =2-9,81ms2-150m = 54,3m/s

Per determinare la massima altezza raggiunta dal proiettile consideriamo che quando questo
raggiunge il punto piu alto la componente verticale della velocita si annulla:

v, =0 ms ! = V), — &hmax (6.112)

Da questa equazione possiamo mettere in evidenza t e ricavare il tempo:

v 543m/s
Hhmax = —> = S43m/s 5,53 (6.113)
g  98lms 2
La velocita in orizzontale deve essere tale da permettere al corpo di percorrere la distanza d,.
nel tempo t}, . impiegato ad arrivare all’altezza massima.

X(th max) = Vxothmax = dy

d (6.114)
x_ _700m _ o 6m)/s

YV, = =
O thmax 5,53

Infine il modulo della velocita minima iniziale vale:

v = (V2 +v2 = (543 m/s)? + (126,5m/5)2 = 137,7m/s (6.115)

Terzo metodo
Calcoliamo quando tempo t}, . impiega il proiettile per arrivare all’altezza massima h,..

1 2
Y(thmax) = he = Vythmax — Eg(thmax)

1 (6.116)
—Egt2 + Vyfhmax — e =0
Risolviamo questa equazione in ¢, ax:
9 1
—vy, [V — 4 —Eg (—ho)
(6.117)



6.5 Moto parabolico di un proiettile

Come si vede dalla precedente rappresentazione, in generale ci sono due istanti in cui, per una
data velocita iniziale, il corpo raggiunge l'altezza richiesta: infatti questa equazione ha infinite
coppie di soluzioni al variare di v), . Nel caso limite I'altezza cercata ¢ anche la massima altezza,
corrispondente al vertice della parabola: avremo allora un’unica soluzione che si puo trovare
imponendo che il A dell’equazione sia uguale a zero. Questa condizione ci permette di trovare
quale sia la minima velocita verticale per superare la collina.

vﬁo -4 (—%g) (=hJ) =0

Vi = 2ghe (6.118)

v, =2-9,81ms2-150m = 54,3 m/s

Con questa condizione relativa alla componente verticale della velocita, considerando che il A
vale zero, allora il tempo vale:

-V V. 543m/s
AP — . LT (6.119)
9 (_5 g> g 98lms

A questo punto procediamo e concludiamo come nel secondo caso.
. L'angolo formato dal vettore velocita iniziale con l'asse x, ovvero il suolo, é:

Y 54,3m/s
o = arctan| — | = arctan| ———— ) = 23,2° (6.120)
Vy 126,6 m/s

0

. L'altezza raggiunta in queste condizioni ¢ l'altezza della collina.

. Il moto ¢ parabolico; parte dal suolo e arriva al suolo; il vertice della parabola ¢ la cima della
collina. Per simmetria rispetto al vertice di un parabola, la distanza raggiunta oltre la collina,
nel punto in cui cade il corpo, ¢ d,.

. Per le stesse ragioni di simmetria il tempo totale di volo ¢ il doppio del tempo per arrivare in
cima alla collina.
boolo = 2thmax = 5,538 = 11,1s (6.121)
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6.6 Moto circolare uniforme

(Esercizio 45 Una ruota larga 45 cm compie 300 giri al minuto. A
1. Con quale frequenza gira la ruota?
2. Quanto vale la velocita angolare della ruota?
3. Quanto vale la velocita tangenziale di un punto sull'estremita della ruota?
4. Quanto vale e in quale direzione é rivolta l'accelerazione del punto precedente? )

Supponiamo che la ruota giri con velocita costante.

1. L'indicazione dei giri al minuto ¢ un’indicazione di frequenza perché ci dice quante volte il
fenomeno si ripete in un certo intervallo di tempo.

min 60s
2. Lavelocita angolare ¢ data dal rapporto:
w="2 (6.123)
T

dove 27 & la misura dell'angolo giro espressa in radianti e T'¢ il periodo ovvero il tempo che
I'oggetto impiega a compiere un giro completo.

L'angolo, nel sistema internazionale, ¢ misurato in radianti che sono una grandezza adimensio-
nale, cio¢ un numero puro. Secondo convenienza possiamo indicare esplicitamente quale sia
'unita di misura (radianti o gradi) o non indicare alcunché.

Il periodo ¢ l'inverso della frequenza:

T=—1 =025 (6.124)
5Hz
Quindi la velocita angolare é:
W= 27 rad = 107 rad/s (6.125)
0,2s

3. Selaruota ¢ larga 45 cm quello ¢ il suo diametro e il raggio ¢ la meta:

45 cm
r =

=225cm = 0,225m (6.126)

La velocita tangenziale é:

v = Z—;Er = wr = 10mrad/s-0,225m = 7,07m/s (6.127)

4. Infine l'accelerazione ¢ quella centripeta ed ¢ diretta verso il centro della ruota:

2
a= "7 = w?r = (10mrad/s)? - 0,225 m = 222 m /2 (6.128)
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7.1 Corpo in caduta libera

Esercizio 46 Un corpo puntiforme, di massa 637 kg, ¢é lanciato verso l'alto.
L Calcola intensita, direzione e verso di tutte le forze che agiscono sul corpo quando é ancora
sospeso in aria, trascurando lattrito dell'aria stessa.
2. Scrivi se possiamo applicare il primo principio della dinamica.

1. Se un corpo & sospeso in aria I'unica forza che agisce sempre su di esso, trascurando l'attrito
dell’aria, € la forza peso, la cui intensita vale:

IE,| = mlg| (7.1)

m & la massa del corpo e g & I'accelerazione di gravita che vale in modulo 9,81 ms™2 .

La direzione ¢ quella perpendicolare alla superficie terrestre e il verso ¢ verso il basso (a
prescindere che il corpo si stia muovendo verso I'alto o verso il basso).

Se rappresentiamo il moto generico di un corpo lanciato in aria avremo una traiettoria parabo-
lica e per qualsiasi punto della traiettoria il vettore forza peso ha sempre la stessa orientazione
e modulo (anche considerando I'eventuale attrito dell’aria).

A

y

Quindi:

|ﬁp| =637kg-9,81ms 2 =6250kg - ms2 =6,25x10°N (7.2)

2. Il primo principio della dinamica si applica a corpi su cui non agiscono forze o per i quali
la forza esterna totale agente ¢ nulla. Quindi in questo caso non si puo applicare perché c’e
sempre la forza di gravita.
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7.2 Corpo su un piano, sottoposto ad una o piu forze

Esercizio 47 Un pattinatore su ghiaccio scivola senza attrito su una pista piana come schematizzato
in figura. E spinto verso destra da una forza Fy con |Fy| = 340 N e verso l'alto da una forza F, con
|Fy| = 250 N. La massa del pattinatore ¢ m = 75 kg,

L Quanto vale la forza peso che agisce sul pattinatore?
Quanto vale la forza totale che agisce sul pattinatore in verticale?
. Quale principio uso per trovare l'accelerazione con cui viene spinto il pattinatore e quanto vale?

N

3

4. Che tipo di moto compie il pattinatore spinto dalla forza ﬁz?

5. Che velocita raggiunge dopo 3 s se parte da fermo?

6. Quale distanza percorre dopo 3 s se parte da fermo da un traguardo posto a 30 m?

v A
. A

F. -
2 F,
oo »
X
Py
L J
1. La forza peso in modulo vale:
|F,| = m|g] = 75kg - 9,81ms ™2 = 736 N (7.3)

2. Inverticale agisce verso il basso la forza peso e verso l'alto la forza F,. La forza totale ¢ la somma

vettoriale delle due forze:

-

F,=F,+F (7.4)

Poiché hanno la stessa direzione e verso opposto il modulo della somma é dato da:
[F,| = |Fy| = |Fy| = 736 N — 250 N = 486 N 75)

In verticale prevale la forza peso quindi il pattinatore rimane vincolato al piano e l'accelerazione

verticale € nulla.
Detto diversamente, scelto come positivo il verso positivo dell’asse y, la componente della forza

peso ¢ negativa perché verso il basso, la componente della forza F, ¢ positiva perché verso

lalto:
F,=F,+F, =736 N + 250N = —486 N (7.6)

La componente della forza verticale, con le orientazioni date, ha segno negativo, quindi ¢
diretta verso il basso: il corpo rimane poggiato sul piano.
In conclusione, se il corpo ¢ vincolato a rimanere poggiato sul piano allora su di esso agisce

e
anche la reazione vincolare F,, del piano. Inoltre, poiché in verticale non si muove, la forza
totale verticale che agisce su di esso € nulla.

-

F,+Fy=0 (7.7)



7.2 Corpo su un piano, sottoposto ad una o piu forze

. In orizzontale agisce solo la forza F; e per trovare l'accelerazione applichiamo il secondo
principio della dinamica.

. F

i=— (78)

m
@ = [F1l _ 340N
m 75kg

. Il moto & uniformemente accelerato quindi la velocita aumenta linearmente con il tempo
secondo la relazione:

=453 ms 2 (7.9)

v(t) = v +at (7.10)

. I pattinatore parte da fermo quindi la velocita iniziale v, & nulla. La velocita finale varra:
v(3s)=at =4,53ms 2 -3s=136ms | (7.12)

. Per trovare quanto spazio ha percorso applichiamo la legge oraria del moto per sapere dove
arriva: )
x(t) = xy + vt + Eat2 (7.12)

In questo caso poniamo la posizione iniziale x; a 30 m, quindi:

x(3s) =30m + % - 4,53 92 .(3s)2=30m+204m = 50,4m (7.13)
S

Lo spazio percorso Ax, nel caso del moto rettilineo uniforme o di quello uniformemente
accelerato, ¢ la differenza tra la posizione finale e quella iniziale.

Ax = x—x;,=50,4m —30m = 20,4 m (7.14)
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Esercizio 48 Un corpo puntiforme, di massa m = 43 kg, ¢ posto su un piano orizzontale.

Il corpo é sottoposto ad una forza F = 130 N che forma un angolo o = 40° con il piano orizzontale,
orientata come indicato nella figura seguente. Tra corpo e piano non c’¢ attrito.
L Calcola intensita, direzione e verso di tutte le forze che agiscono sul corpo lungo gli assi x e y.
2. Calcola l'accelerazione che il corpo subisce lungo il piano.
3. Scrivi se vale il terzo principio della dinamica e come lo possiamo applicare a questo caso.

YA

L /

Sul corpo agisce, oltre alla forza indicata in figura, anche la forza peso F, = mg, orientata verso

il basso, ed eventualmente la reazione vincolare del piano F,,, diretta verso l'alto.
Scomponiamo la forza Fe disegniamo la forza F, (non in scala).

Non sappiamo ancora se ¢ presente una forza di reazione vincolare del piano. Se il componente
verticale della forza data ¢ superiore alla forza peso allora il corpo sara indotto a sollevarsi dal piano
e quindi la lf:“)l,V in quel caso sara nulla. Altrimenti, se la forza totale che agisce sul corpo tende a
schiacciarlo sul piano, la reazione vincolare ha un’intensita pari a quella dell’eventuale componente
totale delle forze che agiscono sul corpo lungo l'asse y.

1. Scegliamo come verso positivo per le componenti quello positivo degli assi cartesiani.
Le componenti della forza Flungo gli assi cartesiani sono:

F,=|F| = |F|cosa = 130N - 0,766 = 100 N

R (7.15)
F,=|F)| = |F|sina = 130N - 0,643 = 84N
La forza peso invece ha come componente:
F,=43kg-981ms % = 422N (7.16)

La componente della forza peso sull’asse y ¢ negativa perché orientata in verso opposto al verso
positivo dell’asse y.
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La componente della forza totale verticale vale:
Foty = Fy+ F, = 84N — 422N = —338N (7.17)

di segno negativo e quindi orientato verso il basso.

I corpo rimane vincolato al piano. Il piano reagisce a questa forza di schiacciamento con un
forza forza uguale e contraria (il corpo ¢ in equilibrio verticale). Questa ¢ la forza di reazione
vincolare del piano.

. Per determinare I'eventuale accelerazione che il corpo subisce applichiamo il secondo principio
della dinamica F = ma . L'unica forza non equilibrata che agisce sul corpo dato ¢ il componente
orizzontale della forza F. Quindi I'accelerazione (diretta lungo il piano) vale:

. |F
la| = I _ 100N _ 2,32ms 2 (7.18)
m 43 kg

nel verso positivo dell’asse x.

. Nella meccanica newtoniana il terzo principio della dinamica vale sempre.

In questo caso lo possiamo applicare alla forza che intercorre tra corpo e piano, affermando che
cosi come il corpo esercita sul piano una forza di intensita uguale a Fy y, cosi il piano esercita
una forza di reazione vincolare in direzione verticale, verso l’alto, sul corpo. Ricordiamoci che
le coppie di azione e reazione agiscono sempre su corpi diversi. Nel nostro caso I:“)toty e ﬁrv non
sono azione e reazione perché agiscono sullo stesso corpo. La forza peso non ¢ nel nostro caso
una coppia di azione reazione con la reazione vincolare, ma solo con la forza con cui la Terra ¢
attirata a sua volta dal corpo.
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7.3 Corpo puntiforme su un piano inclinato

Esercizio 49 Un corpo puntiforme di massa m = 218 kg é poggiato su un piano inclinato con un

angolo a = 25° rispetto all'orizzontale. Tra corpo e piano é presente attrito: il coefficiente di attrito

statico é pig = 0,7, quello dinamico pig = 0,3 .

Inoltre sul corpo agisce una forza F, dove |ﬁ | = 280 N ¢ f§ = 22°, come mostrato in figura.

Calcola il modulo della forza peso che agisce sul corpo.

. Disegna i componenti del vettore forza peso e della forza F paralleli e perpendicolari al piano.

. Calcola il modulo di questi quattro componenti.

Trova il modulo della forza totale che agisce perpendicolarmente e parallelamente al piano,

trascurando l'eventuale forza d attrito.

Trova se nelle condizioni date il corpo riuscira a muoversi.

. Qualora il corpo si muova trova la forza totale che agisce sul corpo perpendicolarmente e
parallelamente al piano, compresa l'eventuale forza dattrito.

AN WODN ~

SN

1. Il modulo della forza peso che agisce sul corpo ¢:
|F,| = mg = 18kg - 9,81m/s? = 177N (7.19)

2. Aggiungiamo alla figura il vettore forza peso e i componenti perpendicolare e parallelo al piano
inclinato sia della forza peso che della forza F.

JE N
Nella figura I'angolo « & uguale all'angolo a’, come illustrato estesamente in analoghi esercizi
di statica.

3. Scegliamo (a nostro arbitrio) come verso positivo per le componenti delle forze parallele al
piano quello verso destra e come verso positivo per le componenti perpendicolari al piano
quello verso l'alto. Per questo possiamo scrivere:

FpL = —|ﬁp| cos(a) = —177 N - cos(25°) = —160 N

F (7.20)
E,| = —IF,|sin(a) = =177 N - sin(25°) = =75 N
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S
Invece per le componenti della forza F scriviamo:

F, = |F|sin(B) = 280 N - sin(22°) = 105N
Fj = —|F| cos(f) = 280N - cos(22°) = —260 N

(7.21)

. Per trovare il modulo della forza totale lungo il piano e perpendicolarmente ad esso, sommiamo
le componenti delle forze (F, e F) lungo quelle due direzioni.

Frotsenzaattrito| = I + FP | = —260N + (=75N) = -335N (7.22)

Per quanto riguarda la forza perpendicolare al piano non consideriamo ancora I'eventuale
reazione vincolare del piano.

Frotsenzary L = Fpi + F = (—160N) + 105N = =55N (7.23)

La componente della forza totale perpendicolare al piano ha segno negativo, quindi ¢ diretta
verso il basso: il corpo rimane attaccato al piano e vi puo essere forza d’attrito. La componente
della forza totale (senza attrito) parallela al piano ¢ negativa, quindi il corpo ¢ spinto verso
sinistra.

Laforzadireazione vincolare ﬁrv del piano ¢ la forza che il piano esercita sul corpo per impedire
che questo lo attraversi. Se il corpo ¢ schiacciato sul piano, il piano reagisce con una forza
uguale in modulo e direzione, ma di verso opposto. La forza di reazione ha quindi lo stesso
valore e direzione di 1’:“)tot senzary L- Siccome il corpo rimane poggiato sul piano la forza totale
che agisce perpendicolarmente al piano vale zero.

Fiot1 = Fotsenzarv1 + Fov = 0N (7.24)

. Laforza dattrito statico dipende dalla forza con cui il corpo ¢ schiacciato sul piano di appoggio.

Nel nostro caso dipende dalla componente perpendicolare al piano della forza totale. La forza
di attrito statico massimo che il corpo puo sopportare ¢:

F,s. Max = HFschiacciamento = Hs [Frot senzarVL‘ =0,7-55N =39N (7.25)

La forza d’attrito si oppone al movimento del corpo. Nel nostro caso il corpo ¢ spinto verso
-
sinistra dalla forza Fot senza attrito |- Poiché il modulo di questa forza ¢ pit grande del massimo

attrito statico che il corpo puo sopportare allora il corpo scivolera (scendendo) lungo il piano.

Fiot senza attrito | > F,5s.max = il corpo si muove (7.26)

Nel momento in cui il corpo comincia a muoversi l'attrito diventa dinamico. Analogamente a
quanto ottenuto con lattrito statico possiamo scrivere:

F,.4 = PFschiacciamento = Hd ‘Ftot senzaer_‘ =03-55N=17N (7.27)

Lattrito dinamico ¢ diretto in verso opposto alla forza totale parallela al piano e quindi verso
destra.

. La forza totale che agisce lungo il piano (compresa la forza d’attrito) & quindi:
Frot | = Fiot senzaattrito |+ F,q=-335N+17N=-318N (7.28)

Per quanto riguarda la forza perpendicolare nulla ¢ cambiato rispetto a quanto gia scritto.
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7.4 Forza centripeta

Esercizio 50 Una provetta di massa 35 g ¢ fissata all'albero di rotazione di una centrifuga da una
sbarretta metallica lunga 20 cm.

Determina la forza centripeta cui la provetta é sottoposta quando la frequenza di rotazione é
1037 giri al minuto.

Un corpo puntiforme, in moto circolare uniforme lungo una circonferenza, ¢ sottoposto ad
una forza, detta centripeta, diretta istante per istante nella direzione e verso che vanno dal corpo
stesso al centro della circonferenza, e di modulo:

F =ma. = maor (7.29)

dove m ¢ la massa del corpo, w ¢ la velocita angolare ed r ¢ il raggio della traiettoria.

In questo caso la massa ¢é:
m=35g=235x10"kg (7.30)

la velocita angolare e¢:
2
w="2=2my (731)
T
dove v e la frequenza di rotazione.

_ 1037giri  1037giri

min 60s

v 17,28 Hz (7.32)

w=2-3,1415-17,28 Hz = 108,6 s} (7.33)

In fine, nel sistema internazionale, il modulo della forza é:.

2
F = mw®r = 0,035 kg - (108, 61) -0,20m = 82,6 N (7.34)
s

Esercizio 51 Una sferetta di massa m = 12 g viene fatta ruotare su un piano orizzontale in modo
da descrivere per 29 volte al minuto una circonferenza di raggior = 16 cm.
Quali sono direzione verso e modulo della forza totale cui é soggetta la sferetta?

Un corpo che ruota su un piano orizzontale, privo di attrito, ¢ sottoposto ad almeno due forze:
la forza centripeta che ne determina il moto circolare uniforme e la forza peso dovuta alla gravita.
Disegniamo nella figura che segue un diagramma di corpo libero con le due forze (non in scala) e la
loro somma.

L8

7 =

S F.

= .

8 Fiot P
R 0 p
3

& \
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La forza centripeta ¢ diretta istante per istante nella direzione e verso che vanno dal corpo stesso
al centro della circonferenza, e il suo modulo é:
F. = ma. = mw*r (7.35)

dove m ¢ la massa del corpo, w ¢ la velocita angolare ed r ¢ il raggio della traiettoria.
In questo caso la massa vale:

m=12g=12x10"2kg (7.36)

La velocita angolare é:
W= 277[ = 21V (7.37)

La frequenza di rotazione ¢ v:

_ 29giri  29giri

v _ =4,83x 1071 Hz (7.38)
min 60s
w=2-3,1415-4,82 x 1071 Hz = 3, 03l (7.39)
s
r=16cm=16x10"'m (7.40)

In fine, nel sistema internazionale, il modulo della forza é:

F. =mw’r =(1,2x1072kg) - (3,035 1)? - (1,6 x 10 ' m) = 1,77 x 102N (7.41)

La forza peso ¢ diretta verso il basso nella direzione perpendicolare al piano di rotazione della
sferetta e il suo modulo e&:

dove m & la massa del corpo e g = 9,81 m s~ 2 & l'accelerazione di gravita al suolo.
F,=12x10"2kg-9,81ms % =118x1072N (7.43)

La forza totale ¢ data dalla somma vettoriale della forza centripeta e della forza peso:

ﬁtot =F ct _)p (7.44)

I1 suo modulo é:
oot = \JIE:J2 + |E, 2 (7.45)
Pl = 4/3,19x 104N+ 1,39 x 1074 N = 2,12 x 102N (7.46)

I'angolo findividuato dal vettore con I'asse delle ordinate, come si vede dalla figura, ¢ dato da:

|Fp|

F
0 = arctan (| C|) = arctan(1,50) = 56,3° (7.47)
P
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7.5 Sistemi con piu corpi

Esercizio 52 Un sistema é costituito da tre masse puntiformi, poggiate su un piano senza attrito,
collegate con delle funi di massa trascurabile e inestensibili. La massa di destra ¢ attaccata ad un'altra
fune che la tira con una forza F = 1350 N verso destra.
my = 120kg; my = 230kg,; m3 = 35kg
1. Trova l'accelerazione a cui é sottoposto il sistema
sapendo che le masse rimangono solidali tra loro.
2. Trova la forza che le funi esercitano sulle masse.
3. Trova la tensione della fune in un punto qualsiasi tra il corpo 1 e il corpo 2.

st

Y

my my ms

1. Se le masse rimangono solidali tra loro possiamo applicare il secondo principio della dina-
mica all'intero sistema, sapendo che la forza totale che agisce su di esso ¢ data dalla forza F
esercitata dalla fune di destra e che la massa del sistema ¢ la somma delle masse dei tre corpi.
L'accelerazione del sistema ¢ equivalente a quella di ogni singolo corpo.

La forza peso, essendo i corpi poggiati su un piano, ¢ equilibrata dalla reazione vincolare del
piano e non contribuisce all’accelerazione del sistema: per questo non la rappresentiamo nella
figura seguente.

La mancanza di attrito assicura che non ci siano forze di attrito.

Moy = my +my +my = 120kg + 230 kg + 35 kg = 385 kg (7.48)

Fiot = Miora (7.49)

. Fot = F _ 1350N
Mot Mot 385kg

=3,51m/s? (7.50)

R
L'accelerazione é rivolta verso destra come la forza F esercitata dalla fune.

2. Rappresentiamo nella figura seguente tutte le forze che agiscono sulle masse e chiamiamo con
la lettera F tutte le forze che le funi esercitano su di esse.

- - -

F F 2d B F

» < < »
< < >

my my ms

Per trovare le forze che le funi esercitano sui corpi partiamo dal corpo su cui agisce solo
una fune: il corpo 1. Per trovare questa forza applichiamo al corpo il secondo principio della
dinamica, sapendo che la forza totale che agisce su di esso ¢ la somma delle singole forze (in
questo caso la sola forza F).

ﬁtotl =ma= ﬁl (7.51)
F, =mya=120kg-3,51m/s? = 421N (7.52)

Procedendo analogamente per il corpo 2 possiamo scrivere:
Footz =med = B g+ Fyyq (7.53)
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« Laforza che ogni fune esercita sul corpo ¢ uguale e contraria alla forza che il corpo esercita
sulla fune: ¢ il terzo principio della dinamica.
—

T, = -F, Ty =—F=0 (7.54)

« Chiamiamo tensione della fune la forza che ¢ esercitata su di essa in un suo punto. Piu
specificamente, la tensione in un punto della fune ¢ la forza che dovremmo applicare ai
due lembi della fune per tenerli uniti se in quel punto facessimo un taglio.

« Alle estremita della fune la tensione corrisponde alla forza che si esercita sulla fune: c’¢
solo un lembo.

« Il fatto che la massa delle funi sia trascurabile comporta che la forza totale che agisce su
di esse sia nulla, altrimenti si avrebbe un’accelerazione infinita. Questo fa si che:

To+T; =0 Tg+T3,=0 (7.55)

Riprendo questo discorso alla fine dell’esercizio per non appesantire troppo la spiegazione.

« Conclusione di questi passaggi. Cosi come le forze che agiscono sulla fune (la tensione) sono
uguali e contrarie, cosi sono uguali e contrarie anche le forze F che la fune esercita sui
due corpi a cui ¢ connessa. Cioe:

Fzs = _Fl de = —F3S (756)
Quindi, semplificando e riferendoci alle componenti delle forze, possiamo scrivere:

moa = FZS +F2d

(7.57)
mod = —F1 + de
Consideriamo positive le componenti che vanno verso destra:
Fg =mea+F; = 230kg-3,51m/s + 421N = 807 N + 421 N = 1228 N 759

F3S = —de = —1228N

Infine, come verifica di quanto abbiamo calcolato, possiamo cercare di riottenere il valore di F
applicando lo stesso metodo al corpo 3.

Fiot3 =m3d = F3s+F
msa = F34 + F
F=mga—Fy, = 35kg-3,51m/s? — (~1228 N) = 123N + 1228 N = 1351 N
(7.59)

La differenza di 1 N rispetto al valore di partenza ¢ dovuta agli errori di arrotondamento fatti
nei diversi passaggi.

. Se supponiamo che la fune abbia massa trascurabile dobbiamo anche supporre che la forza
complessiva che agisce su di essa sia nulla. Infatti, data una qualsiasi forza diversa da zero,
l'accelerazione risultante dovrebbe tendere all'infinito: cosa fisicamente impossibile.

F
=

a (7.60)

69

Dinamica



7.5 Sistemi con pitt corpi

Di conseguenza dobbiamo sempre supporre che la forza totale che agisce sulla fune sia nulla.
Da questo deriva che la somma delle forze che esercitiamo alle sue estremita sia nulla e che
queste due forze siano uguali e contrarie.

Fotf =0 =Tgq + T (7.61)

T Tiq

Con l'espressione tensione di una fune si intende solitamente sia la forza che la fune esercita su
corpo a cui ¢ attaccata sia la forza in un punto della fune stessa. I due concetti sono distinti e
per evitare questa ambiguita abbiamo posto espressamente due domande distinte per le due
questioni.

La tensione della fune in un suo punto ¢ il valore della forza che dovremmo applicare ai due
lembi della corda per tenerli attaccati se facessimo un taglio in quel punto. Nella figura seguente
rappresentiamo la corda tagliata: al lembo di destra dobbiamo applicare una forza f,fs verso
sinistra e a quello di sinistra una forza f,fd verso destra: se la massa della corda ¢ trascurabile
anche queste due forze sono uguali e contrarie. Tutte e quattro le forze indicate in figura hanno
lo stesso modulo.

T T'tq T’ Tiq

Non abbiamo specificato il punto in cui abbiamo fatto il taglio quindi la tensione della fune in
modulo in ogni suo punto ¢ la stessa.

L'ultimo problema é: quanto vale il modulo di queste forze?

Consideriamo cosa succede tra il primo corpo e la fune e rappresentiamo la tensione all’estre-
mita della fune e la forza che la fune esercita sul corpo (disegno le due forze non sulla stessa
retta per ragioni grafiche). Queste due forze per il terzo principio della dinamica sono uguali
e contrarie e costituiscono una coppia di azione e reazione. Le due forze agiscono su oggetti
distinti e sono uguali e contrarie a prescindere che i due corpi siano in equilibrio oppure no.

-

2, F
Tfs __l
my
In conclusione:
|T{| = |F;| = 421N (7.62)

Nota finale

Nelle precedenti versioni di questo documento usavo il termine tensione della fune indifferente-
mente nelle due accezioni indicate sopra. Ora mi sono reso conto che ¢ meglio non confondere mai
i due concetti neanche linguisticamente e ho usato distintamente, anche negli esercizi successivi,
sempre le due espressioni forza esercita dalla fune e tensione.
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Esercizio 53 Ad una ruota, capace di muoversi senza attrito, ¢
appoggiata una fune inestensibile e di massa trascurabile. Alle
estremita della fune, da una parte e dell’altra della carrucola, sono
appesi due corpi di massa m; = 5kg e my = 2kg. La corda si
muove con la ruota senza scivolare. La ruota stessa ha massa
2 trascurabile.

1 Trova laccelerazione a cui si muovono le due masse.

I due corpi, a causa del filo inestensibile, si muovono con eguale accelerazione, uno verso il
basso e uno verso l'alto. Il limite, con un corpo di massa trascurabile e uno di massa finita, sarebbe
un’accelerazione uguale a quella di gravita.

Scegliamo (arbitrariamente) come positiva I'accelerazione verso l'alto e attribuiamola al corpo
1. Aggiungiamo alla figura tutte le forze che agiscono sui due corpi.

Come nell’esercizio precedente, se la massa della fune & trascurabile,
la forza totale che agisce su essa deve essere nulla e quindi la forza
che essa esercita alle sue estremita deve essere la stessa.

N
)

\ ﬁl = ﬁz = }_‘: (763)
E 1 F Applichiamo il secondo principio della dinamica ad entrambe i
! COrpi.
| Foty=F+ P
M gf"“ L (7.64)
B Forz = F+ Py
A\ Se passiamo alle componenti possiamo scrivere:
P,
ma =F+m
z 141 18 (7.65)
myay = F +myg

In queste equazioni sappiamo gia che in modulo a; = a,, ma il verso ¢ opposto: ci conviene
chiamarle tutte e due a esplicitando il segno meno davanti ad a,. Inoltre I'accelerazione di gravita &
verso il basso quindi andra presa con il segno meno.

{mla =F+mg (7.66)

—-mya=F+myg

Abbiamo un sistema di due equazioni in due incognite. Sottraiamo la seconda dalla prima e
sommiamo gli addendi.
mia—(—mga) = F — F + myg —myg

7.67
(mq + my)a=(m; —my)g 767)

Infine: 9
- 5kg — 2kg) - (—9,81
4o (my —my)g _ (5kg g) - ( m/s%) = —4,20m/s? (7.68)
(my + my) (5kg +2kg)

Il segno meno nell’ultimo risultato significa che il verso effettivo dell’accelerazione del corpo 1
¢ verso il basso: cio ¢ quanto avremmo dovuto aspettarci perché il corpo 1 ha una massa maggiore
del corpo 2.

In alternativa
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Per studiare il sistema formato dai due corpi ¢ utile e possibile rappresentare il sistema come se
la fune e le due masse giacessero su un stessa retta. In effetti la fune ha proprio l'effetto di mettere
in interazione due corpi le cui forze stanno su direzioni diverse. Possiamo quindi disegnare il
seguente diagramma di corpo libero.

.
Py

v T

—F

A\
s

Applichiamo il secondo principio della dinamica al sistema considerando tutte le forze in gioco.
F‘tot:ﬁl—i_ﬁl—}_ﬁ_ﬁ (769)

La tensione della fune ¢ una forza interna al sistema e si annulla. Scriviamo la relazione precedente
per componenti e mettiamo in evidenza 'accelerazione a. Scegliamo come verso positivo quello
verso destra.

Fot =P+ P,
(my+my)a=—mg+mg (7.70)
—myg +myg  (—5kg+2kg)- (9,81 m/s%) 9
a= = =—420m/s
my +my (5kg+2kg)

L'accelerazione ¢ negativa quindi il sistema accelera verso sinistra ovvero il corpo di sinistra
trascina il corpo di destra con la fune.

Esercizio 54 Abbiamo un sistema formato da due corpi di massa

my; = 8kgemy = 3kg I due corpi sono legati da una fune

inestensibile e massa trascurabile. Il corpo 1 é poggiato sul piano

inclinato indicato in figura (@ = 35°), sul quale puo scivolare
) senza attrito.

L Trova in modulo, direzione e verso l'accelerazione a cui é
a sottoposto il corpo 2.

2. Trova in modulo la tensione della fune.

1. Cominciamo con riportare in figura tutte le forze che agiscono su i due corpi, costruendo un
diagramma di corpo libero (le forze non sono in scala).

Sul corpo uno agisce la forza peso Py, la reazione vincolare
R del piano su cui ¢ appoggiato e la tensione della fune

R 7 T7. .
! Sul corpo due agisce la forza peso P, e la forza esercitata
N dalla fune ﬁz.
F, i Le forze I::l e ]::2 devono essere identiche (in modulo), al-

trimenti la fune sarebbe un corpo su cui agisce una forza
complessiva diversa da zero, ma con massa nulla. Le due
cose sono tra loro incompatibili a meno di avere un acce-
lerazione infinita (chiaramente impossibile). Per questo

o
[:U¢ <

- - -

motivo chiamiamo F; semplicemente Fe chiamiamo F,
-

come —F, avendo verso opposto.
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A questo punto, per studiare il sistema formato dai due corpi, ¢ utile e possibile rappresentare il
sistema come se la fune e le due masse giacessero su un stessa retta. In effetti la fune ha proprio
l'effetto di mettere in interazione due corpi le cui forze stanno su direzioni diverse. Possiamo
quindi disegnare il seguente diagramma di corpo libero, dove abbiamo scomposto la forza peso
del corpo uno nei suoi componenti perpendicolari e paralleli alla fune.

R

A

o
=
vy T

P Py,

Il nostro sistema e accelerato (le due masse o scivolano verso destra o verso sinistra). In verticale
invece c’¢ equilibrio: il corpo uno scivola sul piano rimanendovi attaccato. La reazione vincolare
- -

R ¢ uguale e contraria alla forza peso Py,

-

R+Py =0 (7.71)

Invece in orizzontale possiamo scrivere:

-> >

Pey+ F+ (=F) + Py = Fiy (7.72)
Prendiamo le componenti considerando come positivo il verso verso destra:
le + PZ = Myytad (773)

—mygsin(a) + myg = (my + my)a (7.74)

Ricaviamo l'accelerazione (positiva se il sistema ¢ accelerato verso destra, ovvero se cade il
corpo due).

_ —mygsin(a) + myg  —8kg- 9,81 m/s? sin(35°) + 3kg - 9,81 m/s?
B my + my B 8kg+ 3kg

= —1,41m/s?
(7.75)

Quindi il corpo due ¢ accelerato verso lalto.

. Per trovare il valore della tensione della fune consideriamo il corpo due. Applicando ad esso il
secondo principio della dinamica possiamo scrivere:

~F+ Py = Fiorz (7.76)

—F+myg = mya (7.77)

Nella precedente equazione sulle componenti delle forze che agiscono sul corpo due abbiamo
lasciato il vettore F;,;5 con il segno positivo anche se sappiamo che essendo l'accelerazione
del corpo diretta verso l'alto (o verso sinistra nell’'ultimo disegno mostrato) il componente
del vettore & negativo: il segno corretto compare comunque quando sostituiamo il valore con
segno di a nel calcolo finale.

—F =mya—myg (7.78)
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Possiamo infatti sostituire I'accelerazione a con segno che prima abbiamo travato.
F =myg —mya=3kg-9,81m/s®> — (3kg-—1,41m/s?) = 337N (7.79)

Infine, per il terzo principio della dinamica, la tensione della fune ad una sua estremita ¢ uguale
e contraria alla forza che la fune esercita sul corpo in quel punto:

|T| = |F| (7.80)
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Esercizio 55 Abbiamo un sistema formato da due corpi di massa
my = 15kg e my = 11kg. I due corpi sono poggiati uno sopra l'altro.
Tra il primo e secondo corpo ¢é presente attrito: il coefficiente di attrito
statico é yig = 0,5, quello dinamico jug = 0,3. my
Tra il secondo corpo e il piano d'appoggio non c’é attrito.

Il corpo uno é spinto verso destra da una forza F = 160 N.

S

F
. . . _—
1. Trova se il corpo due rimarra fermo sul corpo uno.
)

2. Nel caso scivolasse trova la forza totale che agisce su uno e su due.
3. Trova l'accelerazione con cui i due corpi si muovono.

Cominciamo con riportare in figura tutte le forze che agiscono sui due corpi, costruendo un
diagramma di corpo libero (le forze non sono in scala).

Sul corpo due agisce la forza peso Py, la reazione vincolare
R, , del piano su cui ¢ appoggiato (cioe il corpo uno) e la
forza di attrito F,.

{

Rvo _fa Sul corpo uno agisce la forza peso }_51, lareazione vincolare
£ I_évl del piano su cui ¢ appoggiato, la forza F, una forza
Y d’attrito ﬁa uguale e contraria a quella che spinge il cor-
—ﬁa ]_2)\,1 F po due. Inoltre agisce anche la forzil peso trasmessa dal
N g corpo due e che abbiamo chiamato P,;: il corpo uno deve
Py} P sostenere il suo peso e quello del corpo due.

Tutte le forze che agiscono in verticale sui due corpi sono
equilibrate: infatti i due corpi possono solo muoversi in
orizzontale.

A questo punto, per studiare il sistema formato dai due corpi, trascuriamo le forze che agiscono
in verticale (se non per quanto riguarda l'attrito) e concentriamoci su quelle che agiscono in
orizzontale.

1. Osserviamo la figura e applichiamo al corpo due il secondo principio della dinamica.

-

Foorr = F, (7.81)

Il corpo due viene trascinato verso destra dalla forza d’attrito. Se il corpo non scivola l'attrito &
statico. Determiniamo quindi quanto vale la massima forza di attrito statico che il corpo puo
sopportare. Osserviamo che il corpo ¢ schiacciato solo dalla sua forza peso per cui:

Fys. Max = HFschiacciamento = .us|P2| = psmg = 0,511 kg - 9,81 m/52 =539N (7.82)

Se il corpo due non scivola sul corpo uno allora i corpi costituiscono un sistema solidale di due
=
corpi sospinto dalla forza totale F e che si muove tutto con la stessa accelerazione:

F=(m +my)d (7.83)

F 160N
a=

= = = 6,15m/s> 7.84
my+my; 15kg+ 11kg / 784

Riscriviamo il secondo principio della dinamica riferito al corpo due, supponendo che rimanga
attaccato al corpo uno:

Fioty = mpa = 11kg-6,15m/s? = 67,7N (7.85)
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Questo fatto ci porta a dire che F,  max < Fiot2: 1a forza di attrito non basta a trascinare il
corpo senza farlo scivolare, quindi il corpo due scivola sul corpo uno.

2. A questo punto possiamo dire che ¢ presente attrito dinamico. Calcoliamo questa forza d’attrito:
F, = uFchiacciamento = ,ud|1_52| = pgmg = 0,3-11kg-9,81m/s* = 324N (7.86)
Questa forza corrisponde anche alla forza totale che agisce sul corpo due:
Frot2 = Fa (7.87)
Sul corpo uno invece agisce sia la forza Fche la forza di attrito —ﬁa
Fiot1 = F+ (=F,) (7.88)
Fory=F—F,=160N —324N = 128N (7.89)

3. Ora sappiamo la forza totale che agisce sui due corpi; possiamo ricavare 'accelerazione

corrispondente.
g = Tt 128N o m/s2 (7.90)
Y"omr T 15kg '
F 32,4N
gy = 22 = 2228 9 93m /g2 (7.91)
m2 11kg

Il corpo due accelera meno del corpo uno.
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8.1 Lavoro

Esercizio 56 Quanto lavoro fa una forza, il cui modulo
vale 15 N, che muove il suo punto di applicazione di 25 m >
come indicato in figura (o = 60°)? « S >

>N

Il lavoro fatto da una forza F costante per spostare il suo punto di applicazione di una quantita
S & dato dal prodotto scalare di Fper S:

L=F-S=|F||Slcosa =15N-25m- 0,5 = 187,5] 8.1)

Esercizio 57 Un corpo puntiforme di massa 6 kg viene spostato dal punto A al punto D seguendo
il percorso indicato nella figura seguente. AB = 3 dm, BC = 26 mm, CD = 88 cm, a = 22°.
1. Trova il lavoro totale compiuto dalla forza peso che agisce sul corpo nel compiere quello
spostamento.
2. Trova il lavoro totale compiuto dalla forza peso che agisce sul corpo nel compiere lo spostamento
alternativo A - E - D.
3. Come ci aspettiamo che siano i due lavori ottenuti e perché?

A

E

La forza peso che agisce sull'oggetto ha lo stesso valore in ogni punto del percorso (stiamo
rimanendo in prossimita della superficie terrestre).

F, =mg = 6kg-9,81m/s* = 589N 8.2)

La formula usata nel precedente esercizio per trovare il lavoro compiuto da una forza si puo
applicare solo se lo spostamento ¢ rettilineo e la forza rimane costante. Altrimenti possiamo
sommare il lavoro elementare compiuto nei singoli tratti rettilinei.
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Consideriamo allora il primo tratto AB. La forza & diretta verso il basso e lo spostamento forma
un angolo di 90° con la forza.

La = |Fp[Syp| c0s(907) = 589N -3dm-0=10] (8.3)

Consideriamo il secondo tratto BC. La forza ¢ diretta verso il basso e lo spostamento forma un
angolo di 0° con la forza.

Lyc = IFPII§BCI cos(0°) = 589N -26mm -1 = 58,9N - 0,026 m = 1,53] (8.4)

Consideriamo il terzo tratto CD. La forza ¢ diretta verso il basso. Per trovare I'angolo f che lo
spostamento forma con la forza osserviamo nella precedente figura che esso ¢ il terzo angolo di un
triangolo rettangolo in cui l'altro angolo acuto € a. Per cui possiamo scrivere:

B =180°—a —90° = 180° — 22° — 90° = 68° 8.5

Lep = |E,[IScp| cos(687) = 58,9N - 88 cm - 0,375 = 589N - 0,88 m - 0,375 = 19,42]  (8.6)

Infine il lavoro totale é:

Liot = Ly + Lyc + Lep = 0] + 1,53 + 19,42 = 20,95] 8.7)




8.1 Lavoro

Consideriamo adesso il percorso alternativo A - E - D. Partiamo dal tratto AE: esso ¢ formato
da un tratto lungo quanto BC e da un tratto lungo quanto CH. Questultimo, in particolare puo
essere visto come la proiezione sulla verticale del tratto CD. Per cui possiamo scrivere:

1Sie] = ISsc| + 1Sep| siner) = 0,026 m + 0,88 m - sin(22°) = 0,356 m 8.8)
La forza peso ¢ parallela allo spostamento quindi:

Ly = |E, ISl cos(0%) = 58,9N - 0,356 m - 1 = 20,97 8.9)

Nel tratto ED lo spostamento & lungo quanto il tratto AB pit il tratto HD. Quest'ultimo puo
essere visto come la proiezione in orizzontale del tratto CD. Per cui possiamo scrivere:

|§ED| = |§AB| + |§CD| cos(a) = 3m + 0,88 m - cos(22°) = 3,82 m (8.10)
La forza peso ¢ perpendicolare allo spostamento quindi:
Lyp = |, ISzl cos(90°) = 589N -3,82m -0 = 0] 8.11)
Infine il lavoro totale ¢:
Liot = Lug + Lgp = 20,97 ] + 0] = 20,97] (8.12)

I lavoro compiuto dalla forza peso per spostare il suo punto di applicazione dal punto A al
punto E é risultato (nel limite degli arrotondamenti introdotti nel calcolo) lo stesso. Questa € una
conseguenza della conservativita di questa forza: qualsiasi percorso avessimo scelto per andare da
A ad E il lavoro della forza peso sarebbe stato lo stesso.

7 N
Esercizio 58 Due forze, il cui modulo vale rispettivamente fl
75N e 35 N, spostano un corpo per 25 m come indicato in o S
figura. (& = 40°; f = 100°). 7 -
Trova il lavoro totale compiuto dalle due forze . 2 %

N /

[l lavoro totale compiuto da piu forze che compiono lo stesso spostamento ¢ uguale alla somma
dei lavori delle singole forze. Per cui il lavoro compiuto dalle due forze ¢é:

L, =F -$=|F|$|cos(a) = 75N - 25m- 0,766 = 1436 ] (8.13)
Ly=F,-$=|E|$|cos(f) = 35N - 25m- (—0,174) = —152] (8.14)
Lot = L + Ly = 1436] — 152] = 1284] (8.15)
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Esercizio 59 Una forza variabile F sposta il suo punto di applicazione su un percorso rettilineo ed
¢ cosi definita:
3N se m<x<2m

2N+§(N/m) se 2m < x <4m

F(x) = (8.16)
16 N—-3x(N/m) se 4m<x<6m

—8N+x(N/m) se 6m<x

Trova il lavoro svolto dalla forza nel tratto tra x = 0m e x = 8 m, sapendo che I'angolo tra forza e
spostamento e nullo.

Il lavoro di una forza variabile ¢ legato all’area sottesa dalla curva che descrive la forza in
un grafico forza/spostamento. La nostra forza & definita per casi, con una espressione diversa a
seconda dell'intervallo considerato.

Il primo caso ¢ una funzione costante; gli altri sono funzioni lineari e quindi rappresentano
delle rette. Per disegnare queste rette basta calcolare due punti della retta: il primo e I'ultimo
dell'intervallo, ad esempio. Per la funzione costante basta un tratto orizzontale col valore della
costante.

2m
F2m)=2N+=—(N/m)=3N
secondo caso: 42m (8.17)
F(4m)=2N+ T(N/m) =4N

. F(4m) =16 N—-3(4m)(N/m) =4N
terzo caso: iF(é m) = 16N — 3(6 m)(N/m) = —2 N (8.18)

F(6bm) = —-8N+ (6 m)(N/m) = -2 N
quarto caso: (8.19)
F(8m)=—-8N+(8m)(N/m)=0N
Riportiamo quanto descritto nel grafico seguente, indicando con una lettera gli estremi dei tratti o
laloro intersezione con gli assi.
* C
F(N) -
A

Ora dividiamo il grafico ottenuto (nell'intervallo richiesto dall’esercizio) in aree facilmente calcola-
bili, come di seguito indicato.
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) C
F(N) -
A B
3
2
1 2
1 3
E F
1 2 3 4 5\ 6 7 9
4 x(m)
_1 €
_2” D

Il lavoro di una forza variabile ¢ legato all'area sottesa dal grafico della forza rispetto all’asse dello

spostamento. Quest’area va presa con il segno positivo se la forza ¢ positiva e negativa altrimenti.

Il lavoro totale compiuto ¢ dato dalla somma algebrica delle aree.

Nel grafico precedente possiamo individuare quattro aree. Per 'area 3 e 4 abbiamo bisogno di
conoscere dove la curva del terzo caso interseca l'asse x. Troviamo quel punto E imponendo che la
funzione sia nulla, cio¢ imponendo che la forza sia uguale a zero.

F(x) =16 N—=3x(N/m) =0N
3x(N/m) =16 N (8.20)

X = 13—6m:5,33m

Lavoro dell’area (rettangolare) 1.
L;=2m-3N=6] A=b-h (8.21)

Lavoro dell’area (trapezioidale) 2.

3N+4N)-2 by + by)h
L=t )-2m _ oy 4 = bt bwh (8.22)
2 2
Lavoro dell’area (triangolare) 3.
L= BBMAN 6 ath (8.23)
2 2
Lavoro dell’area (triangolare) 4.
2 -2N
[, 267Tm2N_ ) o A= bh (8.24)
2 2
Infine:
Liot=Li+Ly+L3+Ly=6]J+7]+2,66]—2,67]=13] (8.25)

Osservazione. Il coseno dell'angolo tra forza e spostamento non € comparso perché la consegna
dice che i due vettori sono paralleli. Altrimenti avremmo dovuto moltiplicare tutti i lavori per il
valore del coseno.
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8.2 Potenza

Esercizio 60 In 127 s un blocco viene trascinato per 68 cm su un piano orizzontale da una forza
di 79N, la cui direzione forma un angolo di 69° rispetto al piano stesso.
Calcola la potenza con la quale viene eseguito il lavoro.

La potenza ¢ definita come lavoro per unita di tempo:

p= % (8.26)
In questo caso il lavoro fatto dalla forza ¢&:
L=F-S=|FS cos(6) = 79N - 0,68 m - 0,358 = 19,3] 8.27)
La potenza sviluppata ¢ quindi:
19,3
P = J =0,152W (8.28)
127's

8.3 Energia cinetica

Esercizio 61 Una merendina ha una energia chimica di 180 kcal. Trasformando questa energia
tutta in energia cinetica di un corpo di massa 14kg a che velocita potrebbe arrivare, supponendo
che parta da fermo e si muova su un piano senza attrito?

Supponiamo, secondo quanto indicato dal testo, che tutta I'energia chimica della merendina si
renda disponibile per il corpo dato sotto forma di energia cinetica. Ricordando la definizione di
energia cinetica E. di un corpo di massa m e velocita v, possiamo scrivere:

1
Einiziale = Ec = Emvz (8.29)

In quest’ultima espressione conosciamo tutte le grandezze tranne la velocita. Se la mettiamo in
evidenza nelle espressioni date abbiamo risolto il problema.

L'energia ¢ data in kcal; la dobbiamo trasformare in joule, nel Sistema Internazionale, ricordando
che una caloria ¢ equivalente a circa 4,186 ].

480 keal = 480000 cal = 480000 - 4,186 ] = 2009280 ] (8.30)
2E
v2 == (8.31)
m
2E, 2 - 2009280
v=,[— = 2 2009280] 281143i =536m/s (8.32)
m 14 kg kg
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8.4 Teorema dell’energia cinetica

Esercizio 62 Una forza Fspinge un treno di massa m = 3,4x 10° kg in orizzontale per due minuti,
La velocita del treno cambia da 25km/h a 35km/h.
Supponendo che il treno non sia rallentato da alcun attrito, trova il lavoro fatto dalla forza F.

Per trovare il lavoro fatto dalla forza in generale dobbiamo sapere di quanto si ¢ spostato il suo
punto di applicazione. In questo caso potremmo ricavare lo spazio percorso dalla variazione di
velocita e dal tempo nel quale dura, aggiungendo l'ulteriore ipotesi che il moto sia uniformemente
accelerato.

Oppure, pilt semplicemente e senza ulteriori ipotesi, possiamo applicare il teorema dell’energia
cinetica: il lavoro fatto da tutte le forze che agiscono sul corpo ¢ uguale alla variazione di energia

cinetica del corpo.
1 1
Liot = Emez - Em"iz (8.33)
Nel nostro caso le forze in gioco sono la forza F, la forza peso Pe la reazione vincolare del piano
R,: la forza perso ¢ equilibrata dalla reazione vincolare e quindi non compiono lavoro. In ogni
caso sono perpendicolari allo spostamento e per entrambe il coseno dell’angolo che compare nel
prodotto scalare del lavoro darebbe zero.

In conclusione, il lavoro di tutte le forze € proprio il lavoro della forza F.
L= %(3,4 x 105 kg)(9,72m/s)% — %(3,4 x 105kg)(6,94m/s)? = 7,9x 105]  (834)

Le velocita devono essere trasformate in metri al secondo altrimenti il risultato non sarebbe in
joule.

Esercizio 63 Una forza F spinge una slitta di massa m = 125Kkg in orizzontale per 10 m. La
velocita della slitta cambia da 15 km/h a 32 km/h. Sulla slitta agisce inoltre una forza di attrito
con coefficiente d attrito dinamico pugq = 0,2.

Trova il lavoro fatto dalla forza F.

Per trovare la risposta a questo esercizio usiamo, come nel precedente, il teorema dell’energia
cinetica. In questo caso la forza Fnon & l'unica che compie il lavoro, c’é¢ anche la forza d’attrito.

Ltot = LF + LFa (8.35)
La forza d’attrito ¢ diretta in verso opposto allo spostamento e dipende dalla forza con cui il corpo
¢ schiacciato, in questo caso la forza peso (che non compie lavoro).
F, F 3
<+ > >

/

F, = pgmg = 0,2-125kg - 9,8 m/s> = 245N (8.36)

Lp, = F,Scos(180°) = 245N - 10m - (—1) = —2450] (8.37)

Liot = %mvfz - %mviz = %(125 kg)(8,89m/s)? — %(125 kg)(4,17m/s)? = 979] (8.38)
Infine:

Lp = Ly — Lp, = 979] — (—2450]) = 3430] (8.39)
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8.5 Energia potenziale

Esercizio 64 Un corpo si trova in un punto dello spazio in cui l'energia potenziale vale 560 J. Questo\
corpo viene spostato di 12 m da una forza conservativa F (legata a quell’energia potenziale) che
opera nello stesso verso e direzione dello spostamento, compiendo un lavoro L = 1200 J. Dopo questo
spostamento il corpo viene spostato in un altro punto in cui l'energia potenziale vale U = —200 J.

1. Quanto vale l'energia potenziale nel secondo punto?

2. Quanto vale il lavoro compiuto dalla forza F nel secondo spostamento?
L J

1. Per definizione di energia potenziale possiamo scrivere che la variazione di energia potenziale
tra un punto A e un punto B ¢ uguale al lavoro cambiato di segno della forza conservativa ad
essa associata, compiuto se viene spostato il suo punto di applicazione dal punto A al punto B:

AU = U, —U, = —Ly, (8.40)

Nel nostro caso chiamiamo A il primo punto e B il secondo. Mettiamo quindi in evidenza
I'energia potenziale nel secondo punto:

U, = U, — Ly, = 560] — 1200] = —640] (8.41)

2. Applichiamo nuovamente la definizione di energia potenziale al secondo spostamento che ci
porta ad un terzo punto C:

U. - U, = —Lye (8.42)

Mettiamo quindi in evidenza il lavoro:

Lyc = —U. + Uy = —(=200]) + (—640]) = —440] (8.43)

N
Esercizio 65 Una molla ideale di costante elastica 3400 N /m ¢ compressa di 3 cm.

1. Quanto vale l'energia potenziale associata alla molla?
2. Quanto vale il lavoro compiuto dalla molla se viene compressa di altri 5 cm?

3. Quanto vale il lavoro compiuto da una forza esterna alla molla per effettuare questa compres-
sione?

J

1. Lenergia potenziale associata alla molla vale:
U= %k(Ax)z = % -3400 N/m - (0,03 m)? = 1,53] (8.44)

dove Ax ¢ l'allungamento o compressione della molla rispetto alla sua posizione di equilibrio.

2. I11avoro compiuto dalla forza elastica della molla quando questa passa dalla compressione Ax;
alla compressione Axy vale:

1 1
Lelas. = Ui — Uf = Ek(Axi)z - Ek(Axf)z (8.45)

Se la molla viene compressa di altri 5 cm vuol dire che la nuova compressione arrivaa 5 cm +
3 cm = 8 cm. Per cui:

1 1
Letss, = 5-3400N /m-(0,03 m)% — 53400N /m-(0,08 m)? = 1,53]—10,88] = —9,35] (8.46)
I lavoro & negativo perché la forza elastica si oppone allo spostamento.
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3. Illavoro compiuto da una forza esterna per compiere la stessa compressione ¢ uguale e contrario
a quello della forza elastica.
Lesterna = —Lelas. (8.47)

8.6 Conservazione dell’energia meccanica

Esercizio 66 Un oggetto di massa 3,5 kg scende lungo un pendio privo di attrito partendo da fermo
dal punto A ad un’altezza h, = 13 m.

1. Qual é l'energia meccanica iniziale del corpo?

2. Che velocita avra nel punto B a valle all'altezza hy = Om ?

3. Che velocita nel punto C ad un’altezza h, = 5m?

4. 1l corpo potrebbe superare la collina oltre il punto C?

y
A

N /

Se un corpo scivola su un pendio senza attrito esso sara soggetto, in mancanza di altre indica-
zioni, alla sola forza di gravita e la forza vincolare del piano. La forza vincolare del pendio ¢ sempre
perpendicolare ad esso e il corpo scivola parallelamente alla superficie. Questa forza non compie
lavoro perché forza e spostamento formano un angolo retto; d’altra parte la forza di gravita ¢ una
forza conservativa.

Quindi possiamo applicare al nostro corpo il principio di conservazione dell'energia meccanica:
su un corpo soggetto solo a forze conservative l'energia meccanica si conserva (Possiamo anche dire e
meglio: in cui compiono lavoro solo forze conservative).

L'energia meccanica ¢ la somma dell’energia cinetica e potenziale del corpo. In questo caso
possiamo scrivere:

E,=E.+U-= %mv2 + mgh (8.48)

Se I'energia meccanica si conserva allora possiamo legare quel che accade in due punti diversi con
questa grandezza comune.

Si calcola I'energia meccanica in un punto in cui tutte le grandezze in essa contenute sono
note. Conosciuta questa energia, che deve essere la stessa dappertutto, si puo ricavare una delle
grandezze in essa contenuta per un altra posizione del corpo, conoscendo il valore di tutte le altre
grandezze nella nuova posizione.

1. Nel punto A lavelocita v, vale 0 m/s perché il corpo parte da fermo; I'altezza h, & nota. Possiamo
determinare 'energia meccanica. L'energia meccanica vale:

Ep, = %m -(0m/s)? +3,5kg-9,81m/s% - 13 m = 446,4] (8.49)

85

Lavoro e energia



8.6 Conservazione dell’energia meccanica

2. Nel punto B conosciamo tutte le grandezze tranne la velocita v,. Allora leghiamo I'energia
meccanica nel punto in cui la conosciamo (il punto iniziale A), all'energia meccanica in B.

Em, = Em,

1
Em, Emvlf +mghy (8.50)

1
Ep, = Emvg (hy = 0m)

I'espressione che ci da I'energia meccanica € diventata un'equazione algebrica di secondo grado
la cui incognita ¢ la velocita che cerchiamo.

B
—-m
2 (8.51)
2 Ep,
vy = —

La velocita nel punto B vale:

2-446,4
Vg = 35kJ \J255m?/s2 = 16,0m/s (8.52)

3. Nel punto C valgono gli stessi ragionamenti del punto B, ma in questo caso l'altezza ¢ h.
Possiamo ricavare la velocita v dalle altre grandezze.

Em, = Em,

Em, = %mvg + mghe
12

EmvC = Eyn, —mghe
- Eyn, —mghe (8.53)
=T
-m
2

Z(EmA - mghc)
Ve = "

La velocita nel punto C vale:

2(446,4] — 3,5kg- 9,81 m/s? - 5m) 549,5]
Vo = = =4/157m?/s® = 12,5m/s (8.54
¢ \/ 3,5kg 3,5kg / /s @34

4. Il punto Csi trova ad una altezza inferiore al punto A. Il corpo, proprio per la conservazione
dell’energia meccanica, puo scivolare sul pendio finché non giunge ad una altezza uguale a
quella di partenza, dove 'energia potenziale avra lo stesso valore iniziale e 'energia cinetica si
annulla e il corpo si ferma.

Quindi il corpo puo risalire fino al punto C.
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Esercizio 67 Un oggetto, lanciato verticalmente verso l'alto, raggiunge un‘altezza di 644 cm.
Se ne determini la velocita iniziale nel sistema S.1. .

In questo problema conosciamo l'altezza iniziale (h; = 0 m) e finale (h; = 6,44 m) raggiunta
dall'oggetto, conosciamo la sua velocita finale (vy = 0 m/s) ma non conosciamo la velocita iniziale.
Inoltre nel suo moto 'oggetto & soggetto alla sola forza di gravita, se trascuriamo l'attrito dell’aria:
cosa lecita se diamo una descrizione approssimativa del moto.

La soluzione al problema ci puo venire quindi dall’applicazione del principio di conservazione
dell’energia meccanica che ci dice che in presenza di sole forze conservative (come la forza di
gravita) I'energia meccanica si conserva e quindi l'eventuale variazione dell'energia cinetica € uguale
e contraria alla variazione dell’energia potenziale del corpo:

AE. =-AU ; E,—E.=U—-U (8.55)
con )
E. = Emv2 e U=mgh (8.56)
Sostituendo abbiamo:
1
“m(E =) = mg(h — hy)
1
—m(—"iz) = mg(—hy)
2 1 (8.57)
5"12 = ght

v = J2ght = /29,81 m/s? - 6,44m = 11,2m /s

diretta lungo 'asse y verso l'alto.

Osserviamo che con questo metodo possiamo trascurare la traiettoria effettiva del corpo du-
rante il moto, ma la velocita trovata ¢ relativa alla sola componente verticale. Niente possiamo dire
su quella orizzontale se non che si conserva, perché in orizzontale non agisce alcuna forza. Peraltro
il testo dice esplicitamente che il corpo ¢ lanciato verticalmente, per cui la velocita orizzontale
iniziale é nulla.
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8.7 Conservazione dell’energia e attrito

Esercizio 68 Un oggetto di massa m = 3,0 kg inizia a scivolare dalla cima di un piano inclinato di
altezza h = 2,2 m. Il piano ha un'inclinazione o = 35°. L'oggetto ¢ sottoposto ad una forza d attrito
il cui coefficiente e g = 0,2.

L. Trova l'energia meccanica all’inizio del processo.

2. Trova il lavoro compiuto dalla forza d attrito.

3. Trova l'energia meccanica del corpo alla fine del processo.

L'energia complessiva di tutto il sistema si conserva?
4. Trova la velocita dell'oggetto quando arriva alla fine del piano.
5. Trova il lavoro fatto da tutte le forze che agiscono sul corpo, in totale e singolarmente.

In questo esercizio non possiamo applicare il principio di conservazione dell’energia meccanica,
perché sul corpo agisce anche la forza d’attrito che compie lavoro. Vale comunque la conservazione
dell’energia.

1. All'inizio della discesa I'energia ¢ I'energia meccanica del corpo in cima al piano inclinato, dove
¢ ancora fermo e quindi senza energia cinetica.

Ep, = mgh; =3,0kg-9,81m/s*-22m = 64,7] (8.58)

2. Laforza dattrito ¢ legata alla forza con cui il corpo ¢ schiacciato sul piano ovvero, in questo
caso, dalla componente della forza peso perpendicolare al piano. Riportiamo in una figura tutte
le forze in gioco e quant’altro necessario.

F, = pygmgcos(35°) = 0,2 - 3,0kg - 9,81 m/s2 -0,819 = 4,82 N (8.59)

La lunghezza dello spostamento S ¢ quella del piano inclinato. La ricaviamo ricordando che
in un triangolo rettangolo un cateto (I'altezza) ¢ uguale all'ipotenusa (la lunghezza del piano
inclinato) per il seno dell’'angolo opposto al primo (I'inclinazione del piano).

hA
h: = Ssin(35°) ; S= L =384 8.60
i = Ssin(357) sin(35°) m (8.60)

La forza si oppone allo spostamento e 'angolo tra forza e spostamento ¢ 180°.
LFa = F,Scos(180°) = 4,82N -3,84m - (—1) = —18,5] (8.61)

3. Quando il corpo arriva alla fine del piano l'energia meccanica iniziale ¢ diminuita a causa del
lavoro compiuto dalla forza d’attrito, ma l'energia totale si conserva.

Em, = Em, + Er, (8.62)
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Inoltre I'energia persa per lattrito ¢ in modulo uguale al lavoro compiuto dalla forza d’attrito.

Per cui, dalla precedente relazione possiamo scrivere:
Em = En —Ep = Ep —|Lp| = 64,7] — 18,5] = 46,2] (8.63)

4. Lenergia meccanica finale ¢ costituita dalla sola energia cinetica dato che l'altezza finale ¢ 0 m
e non c’¢ piu energia potenziale gravitazionale.

1
Emf = Em(Vf)z

E
2 my
%)? = —
() 1 (8.64)
2
2E
Vi = = = 5,55 m/s
m

5. Per trovare il lavoro fatto da tutte le forze che agiscono sul corpo possiamo applicare il teorema
dell’energia cinetica.

Liot = %mvfz — %mviz = % -3,0kg[(5,55m/s)? — (0m/s)?] = 46,2] (8.65)

Le forze che agiscono sul corpo sono la forza peso, la forza d’attrito e la reazione vincolare del
piano. Il lavoro della forza d’attrito I'abbiamo gia trovato.

Lp, =-185] (8.66)
Il lavoro della forza peso ¢ legato alla variazione di energia potenziale.
L, =U; = Us = mgh; —mghs = 3,0kg - 9,81 m/s* - 2,2m = 64,7] (8.67)
Il lavoro della reazione vincolare del piano ¢ sempre nullo perché la reazione ¢ sempre
perpendicolare al piano e quindi allo spostamento.

Osservazioni

In diversi passaggi dell’esercizio ho indicato piu cifre significative di quanto fosse corretto per
meglio evidenziare alcuni risultati comuni tra i vari passaggi. In particolare nell'ultima domanda
abbiamo:

Liot = Lp + L, (8.68)

La cui somma ¢ proprio il valore prima trovato.

Inoltre il lavoro della forza d’attrito, come spesso succede, ¢ risultato negativo, ma questo
risultato non ¢ sempre vero: ci puo essere anche un lavoro positivo ed un incremento dell’energia
meccanica.
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8.8 Conservazione dell’energia e molla elastica

Esercizio 69 Una molla ideale di costante elastica 5,2 x 10* N /m é posta in orizzontale su un
piano senza attrito. Un corpo di massa m = 3,0 kg gli va incontro sul piano con una velocita
v=12m/s

1. Di quanto si comprime la molla quando riesce a fermare il corpo?

2. A che velocita arrivera il corpo quando la molla si sara ridilatata?

3. Quanto vale il lavoro compiuto dalla molla da quando viene colpita dal corpo a quando lo

respinge separandosi da esso?

4. Di quanto si comprimerebbe la molla se anch’essa avesse una massa my, = 0,35 kg?

5. A che velocita arriverebbe il corpo una volta respinto con questa nuova condizione?

6. Cosa fara questa molla dopo il distacco dal corpo?

Per quanto descritto dal testo sui corpi del problema agiscono solo forze conservative e quindi
possiamo applicare il principio di conservazione dell’energia meccanica.

1. Prima dell'impatto con la molla I'energia meccanica del sistema & solo quella cinetica del corpo
lanciato verso la molla.

1 1
E, =E.= 5mv2 = E-B,Okg'(12 m/s)? = 216] (8.69)
Dopo I'impatto con la mollal'energia cinetica del corpo diventa tutta energia potenziale elastica.

E, =Ey, =U= %k(Ax)z (8.70)

f i

dove Ax ¢ la compressione della molla. Mettiamo in evidenza questo termine e scriviamo:

2E, 2216
Ax = \/ i \/ ] _ 0,14m 8.71)

k 5,2x 104 N/m

2. Dopo il rilascio della molla I'energia ¢ diventata nuovamente tutta energia cinetica del corpo,
ma con la velocita di segno opposto al precedente. Per cui:

vy =—12m/s 8.72)

3. Illavoro compiuto dalla molla vale:
1 2 1 2
Ly =U-Us= Ek(Axi) — Ek(AXf) =0] (8.73)

Questo lavoro vale zero perché la molla era non compressa, sia prima di intercettare il corpo,
sia dopo averlo respinto. D’altra parte, nella fase di compressione la forza elastica compie un
lavoro negativo, dato che la forza si oppone allo spostamento, mentre nella fase di espansione
il lavoro ¢ lo stesso ma positivo, dato che la forza ¢ concorde con lo spostamento.

4. Anche se la molla avesse una massa, nella fase di massima compressione, con la molla ferma,
'energia del sistema sarebbe tutta energia potenziale elastica e la compressione della molla la
stessa di prima.

Axy = Ax (8.74)
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5. Se attribuiamo una massa anche alla molla allora nella fase di rilascio molla e corpo procedono
con la stessa velocita, fino a che la molla non ritorna nella sua posizione di equilibrio, senza piu
energia potenziale, ma ora con energia cinetica. Applichiamo quindi ancora la conservazione
dell’energia meccanica.

Emi = Ernf
1 2, 1 2 _ 1 2
En = Em("f) + Emm(vf) = E(m + mp)(v)
E,
P =1—— (8.75)
E(m + my,)

La velocita del corpo ¢ leggermente inferiore perché una parte dell’energia ¢ passata alla molla.

6. La molla con massa ha acquistato definitivamente una parte dell'energia iniziale del corpo e
continuera ad oscillare, trasformando energia cinetica in potenziale e viceversa.
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9 Fluidodinamica

9.1 Portata ed equazione di continuita

Esercizio 70 Un tubo rotondo, dal diametro interno di 15 mm, e attraversato e riempito completa-
mente da una corrente d’acqua con una velocita di 3 m/s. Trova:

L. la portata del tubo;
2. la velocita dell’acqua in una sezione del tubo dove il diametro si restringe a 12 mm.

1. La portata q puo essere definita come il prodotto della sezione trasversale del tubo per la
velocita del fluido:

g=Sv 9.1
Il tubo ¢ rotondo quindi la sezione ha forma circolare.
2 15 mm 2 2 2
S =mrc = n( 5 > = n(0,0075m)* = 0,0000177 m 9.2)
g = 0,0000177 m? - 3m/s = 0,00053 m> /s (9.3)

2. Per trovare la velocita dell’acqua della sezione ristretta applichiamo all’acqua 'equazione di
continuita in quella sezione e in quella iniziale (possiamo applicare I'equazione di continuita in
quanto l'acqua ¢ essenzialmente incomprimibile, il tubo ¢ privo di perdite o sorgenti e stiamo
supponendo che la velocita del liquido sia la stessa in tutti i punti della sezione ).

Slvl = 52V2 (94)

12 2
S, = n( 12nm> = 11(0,006 m)2 = 0,0000113 m? 9.5)

Sivi  0,00053m>/s
Vo = =
7S, 0,0000113 m?

=4,69m/s (9.6)
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9.2 Legge di Bernoulli

Esercizio 71 Una vasca piena d’acqua, come rappresentato (non in scala) nella figura seguente, ¢
dotata alla sua base di un grosso tubo di sezione circolare. Il livello dell'acqua hy rispetto alla linea
che passa per il centro del tubo ¢ di 12 m. Il diametro della sezione S5 finale ed S; iniziale del tubo ¢
12 cmy; il diametro della sezione centrale Sy € invece 15 cm. Calcola:

L la pressione in condizioni statiche all'imboccatura del tubo;

2. la velocita dell'acqua, quando il tubo ¢ aperto, all'imboccatura;

3. la velocita dell'acqua, quando il tubo ¢ aperto, nel punto 2 della sezione centrale.

1. La pressione in condizioni statiche ¢ quella idrostatica, quindi la pressione al centro dell'im-
boccatura del tubo (chiuso) ¢ data dalla legge di Stevino:

p=po+ pgh 9.7)

dove p, & la pressione atmosferica sulla vasca (al livello del mare vale 1,013 x 10° Pa), p & la
densita del liquido (szo = 1000 kg m73), g & l'accelerazione di gravita (9,81 m s¥ehela
profondita alla quale stiamo considerando la pressione (in questo caso hy, altezza relativa del
pelo libero dell’acqua nella vasca rispetto al centro dell'imboccatura). Quindi:

p=1,013x10°Pa+1000kgm™>-9,81ms™2-12m = 219020 Pa (9.8)

Questa ¢ la pressione all'interno dell'imboccatura del tubo quando ¢ chiuso (unico modo per
garantire le condizioni statiche); all'esterno la pressione ¢ quella atmosferica.

2. Tutto cambia quando il tubo ¢ aperto. In condizione di equilibrio la pressione del liquido
all'imboccatura ¢ la stessa dell’aria oltre il tubo. Per trovare la velocita del liquido in un punto
possiamo applicare la legge di Bernoulli ad una linea di flusso del liquido passante per quel
punto.

p+ pgh+ %pv2 = cost (9.9

Per applicare quella legge devono valere alcune condizioni:

(a) Illiquido deve essere incomprimibile (perché la densita deve essere uniforme).

(b) Dobbiamo considerare una linea di flusso, quindi il calcolo dev’essere riferito non all'im-
boccatura nel suo insieme, ma ad un particolare punto sulla stessa (prendiamo il punto P
indicato nella figura).

(c) Lalegge va applicata a due punti della stessa linea di flusso. Oltre al punto P; prendiamo un
punto sul pelo libero dell’acqua nella vasca (tutta 'acqua fluisce dalla sommita della vasca
all'imboccatura del liquido). Non importa sapere quale punto esatto passi per la nostra linea
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di flusso perché tutti i punti sul pelo libero dell’acqua nella vasca hanno la stessa altezza,
pressione e velocita.

(d) Illiquido deve scorrere senza attrito, cioe senza dissipazione di energia.

(e) Il percorso esatto della linea di flusso non ha in generale importanza. A noi interessa solo
che passi nei due punti considerati.

Un punto sul pelo libero dell’acqua nella vasca (nelle condizioni iniziali) ha pressione p; (la
pressione atmosferica), altezza h (possiamo considerarla nulla ponendo quel punto come
livello di riferimento e verso verso l'alto) e velocita v, (possiamo considerarla trascurabile dal
momento che I'ampiezza della vasca ¢ verosimilmente molto maggiore delle dimensioni del
tubo e il livello scende molto lentamente). Inoltre sappiamo che py = p3. Applichiamo la legge
di Bernoulli:

Po + pgho + %P"o2 = p3 +pghy + %Pvgz (9.10)

%pV:? = —pghy (9.11)

%vf — _gh, (9.12)

vs = J—2gh; =+/—2-9.81ms2-—12m = 153 m/s (9.13)

Il segno negativo comparso nell’'ultima equazione & dovuto all'orientazione data alle posizioni
e normalmente non compare nella maggior parte dei testi. In fine si annulla considerando che
I'imboccatura del tubo ¢ nella posizione —12 m rispetto a quella dell’acqua nella vasca.

. Per calcolare la velocita del punto P, nella sezione centrale possiamo applicare l'equazione di
continuita in quanto tutto il fluido che entra nel tubo deve uscire dall’altra estremita. Operiamo
come nell’esercizio precedente.

stz = V3S3 (914)

Se noi conosciamo la velocita del fluido nella sezione di uscita possiamo trovare la velocita
nella sezione centrale. Mettiamo in evidenza v, nella precedente equazione.
Il tubo ¢ rotondo quindi la sezione ha forma circolare.

2
Ss=mrl=n ( 12 Cm) = (0,06 m)? = 0,0113 m? (9.15)
2
S,=m < 1> Cm) = (0,075 m)? = 0,0178 m? (9.16)
wS;  153ms ' -0,0113 m?
vy = 373 _ ms mo_ 9,71m/s 9.17)
S, 0,0178 m?

In questa rappresentazione c’e tuttavia almeno una forzatura. La velocita del fluido nella sezione
non ¢ uniforme. Come abbiamo visto nella precedente domanda la velocita dipende dall’altezza
e il tubo reale ha una certa altezza. In generale I'equazione di continuita va applicata ad un
tubo di flusso. Un sottile tubo di flusso al centro della condotta procedera in orizzontale fino
all'uscita della stessa, dove abbiamo considerato precedentemente la velocita. In pratica la
valutazione fatta ¢ comunque sufficientemente rappresentativa di quel che puo accadere in un
tubo sottile attraversato da un liquido a bassa velocita.
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10.1 Quantita di moto

Esercizio 72 Un corpo di massa m = 5,6 kg si muove con velocita v = 12km/h.
Determina la quantita di moto del corpo.

La quantita di moto di un corpo & data da p = myj cioe il prodotto della massa del corpo per la

sua velocita. 19k 19000
12km/h = =<2 = 2 = 333ms! (10.1)
h 3600 s

La quantita di moto in modulo ¢&:

p=mv=56kg-333ms ! =187kgms} (10.2)

Esercizio 73 Un corpo di massa my = 5,6 kg si muove con velocita vi = 12km/h in una data
direzione. Un altro corpo, di massa my = 2,6 kg si muove con velocita v, = 42km/h in una
direzione a 33° rispetto al primo.

Determina la quantita di moto totale del sistema formato dai due corpi.

La quantita di moto di un insieme di corpi ¢ data dalla somma vettoriale delle quantita di moto
di ognuno di essi.

— —

Prot = P+ P (10.3)
Per calcolare il modulo della quantita di moto totale dapprima determiniamo le componenti
della quantita di moto dei due corpi lungo la direzione della velocita del primo (Si puo scegliere una
qualsiasi direzione del piano o spazio, ma questa scelta rende i calcoli pitt semplici). Calcoliamo la
somma dei due vettori per componenti. Infine ricaviamo il modulo di questa somma ovvero la
quantita di moto totale.
Esprimiamo tutte le grandezze di partenza in unita del SI.

v = 12km/h = 3,33 m/s
(10.4)
v, =42km/h = 11,66 m/s
Le due quantita di moto sono:
p1 =myv; =5,6kg-3,33m/s = 18,7kgm/s 105)
P2 = myvy = 2,6kg- 11,6 m/s = 30,2kgm/s '

Ora dobbiamo scegliere due assi ortogonali rispetto a cui scomporre le due quantita di moto.
Scegliamo come asse delle ascisse la direzione e il verso individuato dalla velocita del primo corpo.

Conseguentemente possiamo rappresentare i due vettori secondo la seguente figura.

97

ek
-

Quantita di moto e centro di massa



10.2 Conservazione della quantita di moto

YV .
> p
b B
] > —
X
pr

Il primo vettore ha componente solo sull’asse x:
pix=18,7kgm/s ; p;, =0kgm/s (10.6)

Invece per 'altro vettore:

Dox = pacos(a) = 30,2kgm/s - cos(33°) = 25,3kgm/s 107)
Poy = pasin(@) = 30,2kgm/s - sin(33°) = 16,4 kgm/s :
—>O = b + o = + ; +
Prot = P1+ P2 = (P1x + Paxs P1y+ P2y) 108)

(18,7kgm/s + 25,3kgm/s; 0Okgm/s + 16,4kgm/s) = (44kgm/s ;16,4 kgm/s)

Infine il modulo della quantita di moto totale &:

| Prot| = \/(ptotx)z + (Ptoty)2 = \/(44 kgm/s)* + (16,4kgm/s)* = 47,0kgm/s (10.9)

10.2 Conservazione della quantita di moto

Esercizio 74 Due barche stanno ferme su un lago a breve distanza. Un occupante della barca 1
spinge la barca 2. Le barche, libere di muoversi senza attrito, acquistano rispettivamente la velocita
v; =3,1km/hew, = —1,5km/h.
vy Vi
- >

L Sapendo che la massa della barca 1 con i suoi occupanti é my = 1400 kg quale ¢ la massa della
seconda barca?

2. Se poi dalla barca 1 viene lanciato con velocita v3 = 16 km/h (sempre rispetto al lago) un grosso
pesce di massa my = 15kg nella stessa direzione e verso della velocita della barca 1, questa
accelera o rallenta? e di quanto varia la sua velocita?

1. Sulle barche agisce inizialmente la forza peso e la reazione vincolare dell’acqua, in una situazione
di equilibrio. Sul sistema delle due barche non agisce complessivamente forza esterna: la forza
peso e la reazione dell’acqua sono uguali e contrarie.

Quando un occupante di una barca spinge l'altra, sul sistema sta agendo una forza interna:
anche in questo caso non ci sono forze esterne.

Quindi prima e dopo la spinta sul sistema non agiscono forze esterne: la quantita di moto si
conserva.

La quantita di moto iniziale € nulla perché le due barche sono inizialmente ferme rispetto al
sistema di riferimento del lago.

pi = Pt

10.10
Okgm/s = py + py = myvy + myvy (1010
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Nell'ultima relazione non conosciamo la massa della seconda barca: la possiamo ricavare
mettendo in evidenza m,.
—mv —1400kg 3,1 km/h

= = = 2893k 10.11
e vy —1,5km/h & ao.m

2. Lanciando un oggetto dalla barca possiamo ancora applicare la conservazione della quantita di
moto: il sistema a cui applicarlo ¢ costituito dalla barca 1 e il suo pesce.
Prima del lancio la quantita di moto ¢ il p; prima utilizzato, se osserviamo la scena ancora dal
sistema di riferimento del lago. Invece, dal punto di vista della barca, prima del lancio sia la
barca che il pesce sono fermi e dopo si muovono in verso opposto. Noi studiamo ancora il
problema nel primo sistema di riferimento perché i dati che abbiamo sono riferiti ad esso.
In ogni caso la conservazione della quantita di moto avviene quale che sia il sistema inerziale
da cui osserviamo la scena.

Pi= P (10.12)
1 = myvy = (my — m3)vig + mavs
Mettiamo in evidenza
MV, — M3V 1400kg -3,1km/h — 15kg- 16 km/h
v = Aa "M% g / g /B 5 96km/h (10.13)

(my —m3) 1400 kg — 15kg

10.3 Urti in una dimensione

Esercizio 75 Due corpi puntiformi di massa my = 5,6 kg e my = 2,7 kg si muovono liberamente
nello spazio sulla stessa retta. Il sistema formato dai due corpi non e sottoposto ad alcuna forza
esterna. Entrambi i corpi si muovono nello stesso verso: il primo con una velocita vi = 620 km/h
e il secondo con una velocita v, = 120 km/h. Ad un certo punto i due corpi si urtano rimanendo
attaccati.

Trova la velocita finale del sistema in modulo, direzione e verso.

Se il sistema non ¢ sottoposto a forze esterne la sua quantita di moto totale rimane invariata
prima e dopo l'urto.

La quantita di moto totale prima dell'urto ¢ data dalla somma dei moduli delle quantita di moto
iniziali, perché i due corpi si muovono sulla stessa retta.

La quantita di moto totale dopo l'urto ¢ quella di un unico corpo puntiforme, che si muove
ancora sulla stessa retta. Dal momento che la quantita di moto iniziale ha componenti solo su una
retta, continuera ad avere componenti solo su quella retta anche dopo l'urto.

Per cui possiamo scrivere:

pi = pt
P11+ D2 =D (10.14)
myvy + mavy = (my + my) v

L'unica incognita di questa equazione ¢ la velocita finale e possiamo metterla in evidenza:

mpvy + moVvy

v = (10.15)

(my +my)
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10.3 Urti in una dimensione

Trasformiamo nel S.I. le velocita date e sostituiamo tutti i dati nella precedente espressione.

v = 620km/h =1722m/s
{ ! / / (10.16)

vy = 120km/h = 33,3 m/s

Le due velocita hanno lo stesso verso per cui le utilizziamo attribuendo ad esse lo stesso segno
(positivo per nostra arbitraria scelta).

_ 5,6kg-172,2 m/s+ 2,7kg-33,3m/s
B (5,6 kg + 2,7kg)

Ve =127m/s (10.17)

I segno positivo di questo calcolo ci dice che la velocita ha lo stesso verso di quelle iniziali; la
direzione abbiamo gia detto essere quella dei due corpi incidenti.
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Esercizio 76 Due corpi puntiformi di massa my = 12kg e my = 42 kg si muovono liberamente
nello spazio sulla stessa retta. Il sistema formato dai due corpi non e sottoposto ad alcuna forza
esterna.
Il primo corpo si muove con una velocita v = 1230 km/h e il secondo con una velocita v, =
320 km/h, ma in verso opposto. Ad un certo punto i due corpi si urtano in maniera perfettamente
elastica.

Trova la velocita finale dei due corpi in modulo, direzione e verso.

Se il sistema non ¢ sottoposto a forze esterne la sua quantita di moto totale rimane invariata
prima e dopo 'urto. Il moto avviene su una retta quindi avremo componenti solo su quella retta.

Il fatto che I'urto sia perfettamente elastico implica che I'energia cinetica totale del sistema si
conservi nell'urto. Possiamo scrivere quindi il seguente sistema di equazioni:

MV + MaVoi = MyVis + MyVos
1 2,1 o 1 2,1 9
MV + =MV = =MV + —moyv.

(10.18)

[l precedente sistema ¢ in due equazioni e in due incognite (le velocita finali), ma un’equazione &
quadratica, per cui avremo due soluzioni. Una € quella banale in cui le velocita finale ed iniziale sono
uguali e quindi non si € avuto urto. L'altra soluzione che si trova (per la dimostrazione rimandiamo
a un comune libro di testo) &:

(my — mp)w; + 2myvy;

vt = m1+m2

(10.19)
(mg — my)vy; + 2my vy

Wf =
mq + mo

Trasformiamo nel S.I. le velocita date e sostituiamo tutti i dati nella precedente espressione.

v = 1230km/h = 341,7 m/s
(10.20)
vy = —320km/h = —88,9m/s

Abbiamo scelto arbitrariamente di attribuire il segno positivo alla velocita iniziale del primo corpo;
di conseguenza 'altro, muovendosi in verso opposto, ha velocita iniziale di segno negativo.

_ (12kg—42kg)-341,7m/s + 2-42kg - (-88,9m/s)

= —328
Vit 12kg + 42 kg m/s 1021
(42kg — 12kg) - (—88,9m/s) + 2-12kg - 341,7m/s '
Vof = =103 m/s
12kg +42kg

I due corpi, dopo l'urto, si muovono ancora sulla stessa retta. La direzione della velocita ¢ ancora
quella di partenza. Dai segni prima ottenuti possiamo dire che entrambe i corpi hanno ora velocita
di verso opposto a quella di partenza.
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10.4 Non sempre si conserva

Esercizio 77 Un mattone di massa m = 5,0kg é appeso ad un filo sottile, flessibile e di massa
trascurabile. Lanciamo dal basso verso I'alto una pallina appiccicosa sul mattone. La pallina, di
massa my, = 0,035 kg, dopo che colpisce il mattone vi rimane attaccata; la sua velocita al momento
dell'urto é v =120 m/s.

Trova a che altezza arriva il mattone dopo 'urto.

Per risolvere il problema puo sembrare opportuno usare il principio di conservazione della
quantita di moto, ma in questo caso la pallina ¢ soggetta ad una forza esterna non equilibrata:
la forza peso. Quindi non vale la conservazione della quantita di moto. Pud sembrare anche utile
applicare la conservazione dell’energia meccanica, ma l'urto ¢ anelastico e quindi 'energia cinetica
non si conserva e non si conserva neanche l'energia meccanica.

La strategia risolutiva ¢ dividere il processo in due parti.

La prima parte riguarda I'istante dell'urto. Se 'urto dura uninstante la forza peso non altera la
quantita di moto del sistema e possiamo calcolare la velocita dei due corpi uniti un’istante dopo
l'urto.

La seconda parte avviene dopo l'urto: in questo intervallo di tempo vale la conservazione
dell’energia meccanica dato che l'urto ¢ gia avvenuto.

L'urto ¢ anelastico per cui, applicando la conservazione della quantita di moto possiamo scrivere:

pi = Pt (10.22)

myv = (m + mp, ) (10.23)
Ricaviamo la velocita del sistema dopo l'urto :

myv  0,035kg - 120m/s
= — = & /s _ 0,83 m/s (10.24)
m + my, 5,0kg + 0,035 kg

Applichiamo ora la conservazione dell'energia meccanica ponendo 'altezza iniziale del sistema
immediatamente dopo l'urto uguale a zero. All'inizio c’¢ soltanto energia cinetica, alla fine il sistema
si ferma e c’¢ solo energia potenziale gravitazionale.

Emi = Emf
E.=E,
1
Emtotvfz = Mior § Mmax (10.25)
1V

fimax = 5~ = 0,035m
g
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Esercizio 78 Una palla di massa m = 520 g colpisce il pavimento con una velocita vi = 70 km/h
secondo un angolo o = 30° rispetto al pavimento stesso.

La palla rimbalza con una velocita v» = 60 km/h secondo un angolo f = 25°.

Trova la forza media esercita dal pavimento durante l'urto se dura tre centesimi di secondo.

La forza media che il pavimento esercita sulla palla durante l'urto ¢ legata all'impulso della
forza ovvero alla variazione di quantita di moto.

[=F,At=Ap (10.26)

L'urto avviene in due dimensioni: per trovare il modulo della forza media dobbiamo trovare la
variazione della quantita di moto trattandola vettorialmente. Facciamo un disegno in cui rappre-
sentiamo la velocita (e quindi la quantita di moto p = m1) un istante prima dell'urto e un istante
dopo.

Dal disegno possiamo determinare le componenti della quantita di moto.
Convertiamo le velocita in metri al secondo.

v =70km/h =194m/s ; v, =60km/h=16,7m/s (10.27)
Pix=m-viy=m-v-cosa = 0,520kg-19,4m/s - cos(30°) = 8,75kgm/s (1028
piy=m-vy,=m-v-sine =0,520kg - 19,4m/s - sin(30°) = —5,05kgm/s '
Pox =m-wy=m-v-cosf =0,520kg-16,7m/s - cos(25°) = 7,87 kgm/s (10.29)
Pay=m- vy, =m-v-sinf = 0,520kg- 16,7 m/s - sin(25°) = 3,67 kgm/s ’

La variazione di quantita di moto é:

Aﬁ: 1_7)2 - 151 =
(P2x — Prx P2y — P1y) = (7.87kgm/s — 8,75kgm/s; 3,67 kgm/s — (—5,05kgm/s)) =
(—0,88kgm/s;8,72kgm/s)

(10.30)
Infine:
IAp] = \(—0,88kgm/s)? + (8,72kgm/s)? = 8,76 kgm/s (10.31)
Ap 876k
=L _sT6kem/s 0\ (10.32)
At 0,03
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10.6 Centro di massa

Esercizio 79 Due corpi puntiformi di massa my = 5,6 kg e my = 2,7 kg sono posti alle estremita
di un’asta rigida di massa trascurabile lunga 0,45 m.
Trova la posizione del centro di massa del sistema dato.

Il sistema presentato ha una sola dimensione. Il centro di massa si trova necessariamente
sull’asse individuato dall’asta. La definizione del centro di massa per due masse puntiformi ¢:
X1mq + Xomy

Xep = —————— 1033
n = (10.33)

Gli unici valori che non conosciamo sono x; e xy, cio¢ le posizioni assolute delle due masse.
Tuttavia, in questo caso, cio che importa ¢ solo la posizione relativa. Scegliamo ad esempio di
porre la prima massa nella posizione x; = 0 m e la seconda nella posizione x, = 0,45 m, all’altra
estremita dell’asta. Sostituendo tutti i dati abbiamo che:

_ 0m-56kg+045m-2,7kg

=0,15m (10.34)
5,6kg +2,7kg

xCl’l’l

Il centro di massa si trova a 0,15 m dalla posizione della prima massa, lungo lasta.

Esercizio 80 Un cannone inizialmente fermo, e poggiato su un binario senza attrito. Il cannone
spara con un angolo di 30° un proiettile da 10 kg con una velocita di 800 m/s; il cannone rincula
con una velocita di 1,2m/s.

L. Trova la massa del cannone.

2. Trova la velocita del centro di massa del sistema formato da cannone e proiettile prima e subito
dopo il lancio.

3. In riferimento alla sola componente orizzontale della velocita verifica se l'energia cinetica del
sistema si e conservata e trova una motivazione al risultato ottenuto.

1. Il cannone e il proiettile, prima dello sparo, sono in quiete su un piano senza attrito. Su entrambi
agisce la forza di gravita e la reazione vincolare del piano. Le due forze sono uguali e contrarie:
laloro somma ¢ nulla. Sul sistema, complessivamente, non agiscono forze esterne.

Dopo lo sparo il cannone continua a stare sul piano di appoggio, ma il proiettile si muovera di
moto parabolico, soggetto alla sola di forza di gravita. Sul proiettile agisce una forza esterna
diversa da zero non piu equilibrata e quindi la quantita di moto non si conserva.

Tuttavia, se consideriamo il moto solamente per quanto riguarda le forze che agiscono paralle-
lamente al piano, non abbiamo forze esterne che agiscono sul sistema: possiamo applicare il
principio di conservazione della quantita di moto.

La quantita di moto iniziale ¢ nulla perché i due corpi sono inizialmente in quiete.

Pi =P

(10.35)
Okgm/s =p. + Ppx = McVe + MpVpg

Abbiamo preso la sola componente orizzontale della quantita di moto del proiettile e quindi
la componente orizzontale della velocita al momento dello sparo. Nell'ultima relazione non
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conosciamo la massa del cannone: la possiamo ricavare mettendo in evidenza m,.

V3
—MyVye MYy cos(30°) 10 kg-800m/s - >
me = = = = 5773 kg (10.36)
Ve Ve —1,2 m/s

Abbiamo dato un segno negativo alla velocita di rinculo del cannone perché deve avere verso
contrario a quella del proiettile.

. Lavelocita del centro di massa, cosi come la sua posizione, vanno calcolate preferibilmente per
componenti: sono grandezze vettoriali. Nel nostro caso possiamo calcolare la velocita lungo il
piano e perpendicolarmente ad esso. In orizzontale avremo le componenti della velocita trovate
al punto precedente; in verticale compare solo la velocita verticale del proiettile. Consideriamo
cannone e proiettile come corpi puntiformi.

All'inizio sia il cannone che il proiettile sono fermi.

Vg, (in.) =0m/s

10.37
v, (in.) =0m/s ( )
v (fn) = Vel + Vx My _ —1,2m/s-5773kg + 800 m/s - cos(30°) - 10 kg = 0m/s
Fem 2 me + my, 5773 kg + 10 kg B
(10.38)

Questo ¢ quello che ci aspettiamo dalla conservazione della quantita di moto: la velocita del
centro di massa deve rimanere constante. Il valore ottenuto non ¢ esattamente zero perché il
valore utilizzato per la massa del cannone non ¢ anch’esso esatto.

VypMp  800m/s - sin30°- 10 kg

=0,69m/s 10.39
me + my 5773 kg + 10kg / ( )

v, (fin) =

La variazione di velocita rende evidente la non conservazione della quantita di moto per la
componente verticale.

. L'energia cinetica iniziale ¢ nulla: i due corpi sono entrambi fermi.
Dopo lo sparo I'energia cinetica ¢ la somma dell’energia cinetica del cannone e del proiettile.

E;=0] (10.40)

NG

2
1 1 1 1
E.f==mv.2 + Empvpxz = 5773 kg(—1,2m/s)? + 510 kg (800 m/s - 7) = 2,40 x 10°]

2
(10.41)
L'energia cinetica & variata: ¢ una conseguenza della conservazione dell’energia. L'energia
potenziale dell’esplosivo che ha spinto il proiettile si ¢ trasformata in energia cinetica.
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1 1 Statica dei corpi rigidi

11.1 Momento di una forza

4 R N
Esercizio 81 Una forza F il cui modulo vale 23 N forma un angolo di 30° con la direzione del
vettore posizione T. I due vettori giacciono nel piano del foglio e il vettore posizione é lungo 30 cm.

1. Trova in modulo il vettore momento della forza data rispetto al punto O.

2. Trova direzione e verso del momento della forza.

it

L /

1. Il momento di una forza rispetto ad un punto ¢ dato in modulo da:
M = |r||F|sina (11.1)

dove |r| & il modulo del vettore posizione della forza rispetto al punto rispetto al quale & calcolato
il momento; ¢ il pill piccolo degli angoli formati dal vettore posizione e la forza; il punto O ¢
detto polo del momento.

In questo caso abbiamo:

M =0,3m- 23N -sin(30°) = 3,45 Nm (11.2)

Per quanto riguarda I'angolo in realta potremo prendere anche 'angolo &’ tra i due vettori:
esso ¢ il supplementare dell’angolo @ e quindi ha comunque lo stesso seno (sina’ = sin(;t — a)).

Inoltre, se prolunghiamo la retta su cui sta il vettore forza (detta retta d’azione della forza),
chiamiamo braccio del momento la distanza b del polo dalla retta d’azione della forza. Il braccio
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11.2 Momento di piu forze

b & sempre uguale a [F| sin a: di conseguenza il punto di applicazione della forza sulla sua retta
d’azione non influisce sul momento della forza poiché il braccio corrispondente ¢ sempre lo
stesso. [l momento ¢ sempre M = bF.

2. Il vettore momento della forza ¢ il prodotto vettoriale del vettore posizione per il vettore forza.

M=FAF (11.3)

Per trovare direzione e verso del vettore momento possiamo usare la regola della mano destra.
Prendiamo in ordine alfabeto le prime tre dita della mano destra: indice, medio e pollice.
Possiamo associarle rispettivamente al vettore posizione, alla forza e al momento.

Nel nostro caso il vettore momento della forza ¢ perpendicolare al piano del foglio e entrante
in esso.

Osservazioni.

Il prodotto vettoriale non ¢ commutativo e quindi se scambiamo l'ordine dei fattori il prodotto
cambia (di verso o segno).

Dopo aver allineato 'indice al vettore posizione il medio puo trovarsi con un angolo qualsiasi
rispetto all'indice. Nella figura di prima per fare gli allineamenti siamo costretti a ruotare la
mano col pollice verso il piano del foglio, da cui il verso dato al momento.

11.2 Momento di piu forze

Esercizio 82 Tre forze, come indicato in figura, agiscono su un'asta lunga 9 cm e alta 1,4 cm,
incernierata sul cardine O. Il cardine si trova sull'asse dell'asta a 2 cm dal bordo sinistro.

Fi = 23N; a = 30° F, =35N; = 45° F3 = 20N, parallelo all’asta, sul suo
bordo.

La distanza del punto di applicazione della forza ﬁl dal cardine é r; = 3 cm.

Tutti i vettori giacciono nel piano del foglio.

Determina, in modulo direzione e verso, il momento della forza totale rispetto al cardine dell asta.

0 ——
N Y F

(04
> &
A

L /

Il momento di una forza ¢ una grandezza vettoriale, quindi la somma di pitt momenti ¢ sem-
plicemente una somma di vettori. In pratica la maggior parte dei problemi che si incontrano sui
libri di testo fa rifermento a situazioni come quella di questo esercizio in cui tutti i vettori che
determinano i momenti giacciono sullo stesso piano. Questo comporta che i vettori momento
siano soltanto perpendicolari al piano: o uscenti da questo o entranti.
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Consideriamo il momento associato alla forza F;.
L'angolo « ¢ il pit1 piccolo degli angoli tra i vettori F; e 7, che & quello indicato in figura.
La direzione e verso del momento si puo trovare con questi due modi:

+ La forza tende a ruotare I'oggetto in senso orario: il momento della forza é perpendicolare
al foglio e entrante in esso rispetto a noi. La componente del momento la prendiamo con
il segno negativo. Se tende invece a ruotare 'oggetto in senso antiorario la prendiamo col

segno positivo. Quindi il momento della forza F; ha componente negativa.

« Con la regola della mano destra allineiamo 'indice al vettore posizione e il medio alla forza:
allora il pollice, perpendicolare al piano delle altre due dita, avra direzione e verso del
momento. In questo caso risulta un momento perpendicolare al foglio e entrante in esso

rispetto a noi. Per il segno della componente del momento I'indicazione ¢ la stessa di prima.

Per la forza F, procediamo allo stesso modo. Il momento della forza é perpendicolare al foglio
e uscente da esso verso di noi. La componente del momento ¢ positiva.

Per le forze ﬁl e ﬁz sappiamo gia dalla figura quali sono gli angoli formati dai vettori posizione
e la lunghezza dei vettori posizione rispetto al polo dato. Per il vettore F;3 possiamo completare la
figura come segue.

H >
: % V/E,

In teoria dovremmo determinare la lunghezza del vettore 75 e I'ampiezza dell’angolo. In realta
basta conoscere il braccio della forza, ovvero la lunghezza di quel segmento OH, perpendicolare

alla retta d’azione di 13)3 (la retta d’azione & la retta su cui giace il vettore). Quel segmento ¢ la meta
dell’asta ed & anche uguale a |r;3| sin y in quanto braccio della forza. Il segno del momento & negativo
perché la forza tende a far ruotare il corpo in senso orario. Il momento della forza é perpendicolare
al foglio e entrante in esso rispetto a noi.

Calcoliamo i moduli dei momenti rispetto al polo indicato.
M, = ’71H1::1! sina = 0,03 m - 23 N 'sin(30°) = 0,345 Nm
M, = |%||F,| sin B = 0,02 m - 35 N sin(45°) = 0,50 Nm (11.4)
Ms = [F5||Fs| siny = 0,007 m - 20 N = 0,14 Nm

La somma delle componenti dei momenti, prese con il segno opportuno secondo quanto
stabilito prima, ¢:

Moy = My + My, + Ms = —0,345 Nm + 0,50 Nm — 0,14 Nm = 0,015 Nm (11.5)

Quindi il momento totale ha componente positiva, & perpendicolare al piano del foglio e ha il verso
uscente verso di noi.
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Esercizio 83 Un ripiano di massa trascurabile ¢ poggiato su un vincolo e ha due corpi puntiformi
posti alle sue estremita, come illustrato nella figura seguente.
Sapendo che m; = 5kg l; =34cmel, = 24cm:
L Trova se il ripiano senza la massa 2 e in equilibrio.
2. Trova il valore della massa 2 tale per cui il ripiano puo restare in equilibrio.

1] L I 2

Condizione necessaria per 'equilibrio di un corpo rigido ¢ che la somma delle forze esterne
agenti sul corpo sia zero e che sia zero anche la somma dei momenti delle forze esterne calcolate
rispetto ad un qualsiasi punto.

Y Fo=0 (1L6)
> Mot =0 (1L.7)

Queste due equazioni vettoriali equivalgono a sei equazioni scalari, due per ogni asse. Dovremo
in generale scomporre le forze e i momenti per ricavare queste eventuali sei equazioni.

Se il corpo non ¢ in equilibrio basta che non sia soddisfatta una delle due condizioni precedenti:
verifichiamole entrambe in ogni caso.

1. Aggiungiamo alla figura tutte le forze presenti: in particolare la forza peso di entrambe i corpi
e la reazione vincolare del fulcro che ¢ diretta perpendicolarmente al ripiano.

5 h [\ "
Prima condizione

Sul nostro sistema iniziale, costituito dalla massa 1 e dall’asta rigida, agiscono due forze: la
forza peso della massa 1 e la reazione vincolare del fulcro sull’asta. Determiniamo innanzi tutto
la forza peso:

p; =mg =5kg-9,81m/s? = 491N (11.8)

Per quanto riguarda la prima condizione, che & necessaria perché il sistema sia in equilibrio
traslazionale, possiamo osservare che le due forze agiscono lungo la stessa direzione: per
determinare se la loro somma vettoriale ¢ nulla possiamo considerare direttamente le loro
componenti lungo quella direzione. Quindi prendiamo il loro modulo con un segno se va in un
certo verso (ad esempio verso l'alto) e con segno opposto se va verso il basso. Possiamo scrivere
che:

> Foy=p1 +R (11.9)
Foe = p1+ R=—491N+R (11.10)
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Tuttavia non sappiamo quanto valga la risultante R. Questa condizione di equilibrio ¢ per il
momento indeterminata.

Seconda condizione

Per quanto riguarda la seconda condizione dapprima calcoliamo il modulo dei momenti delle
forze presenti. Se il corpo ¢ in equilibrio il polo rispetto a cui calcolare i momenti puo essere scelto ad
arbitrio. Con altre parole, se la somma delle forze ¢ nulla siamo autorizzati a cercare la seconda
condizione per I'equilibrio determinando i momenti delle forze rispetto ad un qualsiasi punto:
se la somma dei momenti ¢ nulla per quel punto lo sara per qualsiasi altro punto.

Noi in realta non sappiamo se la somma delle forze sia nulla. Tuttavia viceversa possiamo
affermare che se le condizioni di equilibrio non valgono in un punto allora non sussistono del tutto,
a prescindere da cio che accade alla somma delle forze.

Se poniamo il polo nel fulcro dell’asta allora il vettore posizione del punto di applicazione della
forza R rispetto al polo scelto € nullo e questo ci consente di annullarne il momento. Dalla
figura possiamo osservare che il vettore posizione associato alla forza peso 1 & lungo [; e che
I'angolo tra il prolungamento del vettore posizione e la forza vale 90°.

Mp=R-0m-siny = 0Nm (11.11)

M, = pilysina = 49,1 N - 0,34 m - sin(90°) = 16,7 Nm (11.12)

Per sommare i momenti osserviamo che I'asse su cui agiscono ¢ per tutti perpendicolare al
piano del disegno. Per fare la somma vettoriale basta prendere le loro componenti con il segno
opportuno. Per attribuire un segno ai momenti controlliamo se tendono a far ruotare il sistema
in senso antiorario o orario. Possiamo dare arbitrariamente il segno positivo al verso che

vogliamo. Tuttavia scegliamo come positivo il verso antiorario, come nell’esercizio precedente.

La componente di M}, ha quindi segno positivo; la componente di Mg ¢ nulla, dato che agisce
sul polo.
In conclusione:

> Moy = Mg+ M), (1113)
Mior = Mg + M, = 0Nm + 16,7 Nm = 16,7 Nm (11.14)

Il sistema non ¢ in equilibrio perché la somma dei momenti ¢ diversa da zero e tende a ruotare
il sistema in senso antiorario. La reazione vincolare R rimane indeterminata.

. Adesso consideriamo anche la presenza della massa 2. Il suo momento agisce su un retta
perpendicolare al piano del disegno. Il segno da attribuire alla componente, per quanto fissato
prima, ¢ quello negativo perché tende a far ruotare il sistema in senso orario.

B I L,
P / 1\ 7,

Se il sistema ¢ in equilibrio deve essere nulla la somma delle forze. Quindi scriviamo:
Y Fg=p1+p+R=0 (11.15)

m

e
[

Statica dei corpi rigidi



11.3 Equilibrio del corpo rigido

Fot =p1+pp+R=—-491N—|py| +R=0 (11.16)

Abbiamo un equazione in due incognite e quindi infinite soluzioni.
Analogamente, per quanto riguarda la condizione di equilibrio sui momenti:

> Mot = Mg + My, + M, =0 (1L.17)
Da cui ricaviamo che:
|My,| = paly sin(90°) = 16,7 Nm (11.19)

dove [, & la lunghezza del vettore posizione della forza peso 2 rispetto al polo e I'angolo vale
90°. Dall'equazione precedente possiamo ricavare il peso.

16,7 N 16,7N
py = AO7Nm TR o 6N (11.20)
I, sin(90°) 0,24 m - sin(90°)
Infine, ricordandoci che p = mg, possiamo ricavare la massa:
69,6 N
my = P2 = —— =7,01kg (11.21)
g 981m/s?
E la reazione vincolare
Fog=p1+py+R=—-491N—-696N+R=0 (11.22)
R=491N+69,6 N =118,2N (11.23)

Osservazione.

Per quanto riguarda il corpo poggiato sul ripiano ci potremmo chiedere se si debba considerare
anche la reazione vincolare tra corpo e ripiano stesso. In realta, sebbene tale forza esista (anche se
non detto esplicitamente), consideriamo la forza peso che agisce su tali corpi (puntiformi) solo per
le conseguenze che hanno sul corpo rigido del sistema.

Quindi, per essere piu precisi, dovremmo rappresentare e considerare nel disegno non gia
la forza peso del corpo, ma la forza che il corpo esercita sul corpo rigido. Questa forza ¢ uguale
in modulo e verso, ma non come punto di applicazione, al peso del corpo solo nel caso in cui il
sistema sia in equilibrio.
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11.3 Equilibrio del corpo rigido

Esercizio 84 Un'asta omogenea, incernierata al muro, libera di ruotare in un piano verticale
intorno alla cerniera e posta in orizzontale, come sommariamente rappresentato nella figura seguente,
sostiene una massa my; = 540 kg posta a 1,8 m dalla cerniera. La massa dell'asta é 200 kg ¢ la sua
lunghezza 2,5 m. All'altra estremita dell'asta un corda tesa, di massa trascurabile e attaccata ad un
altro muro, sostiene l'asta e forma un angolo 6 = 70° con l'orizzontale.

Determina la forza esercitata dalla corda sull asta.

Condizione necessaria per 'equilibrio di un corpo rigido ¢ che la somma delle forze esterne
agenti sul corpo sia zero e che sia zero anche la somma dei momenti delle forze esterne calcolate
rispetto ad un qualsiasi punto.

Y Fo =0 (11.24)

> Mo =0 (11.25)

Sul nostro sistema, costituito dalla massa 1 e dall’asta rigida, agiscono quattro forze: la forza
peso della massa, la forza peso dell’asta, la reazione vincolare del fulcro sull’asta e la forza della
corda.

Nella figura successiva (non in scala) segniamo i componenti della forza della corda perpendi-
colari e paralleli al piano. Per quanto riguarda la reazione vincolare sappiamo che il componente
orizzontale deve essere uguale e contrario al componente orizzontale della forza della corda, ma
del componente verticale conosciamo solo il verso: deve essere verso l'alto per evitare che I'asta
non abbia sostegno sulla sinistra.

P

Il nostro sistema, per come ¢ congegnato, non ha liberta di muoversi se non nel piano del
disegno. La forza che agisce sull’asse z, cioé perpendicolarmente al piano, ¢ nulla. Per cui non
dobbiamo preoccuparci di cio che avviene lungo l'asse z.

Di conseguenza abbiamo tre condizioni da soddisfare per la condizione di equilibrio: due per
la forza e una per i momenti.

Condizioni sulle forze.

Osserviamo che le forze non agiscono lungo la stessa direzione: per determinare se la loro
somma vettoriale ¢ nulla possiamo considerare le loro componenti lunghi degli assi privilegiati,
possibilmente ortogonali, ad esempio lungo I'asta e perpendicolarmente ad essa. Per quanto riguar-
da le componenti della forza della corda lungo la direzione dell’asta (asse x) e perpendicolarmente
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11.3 Equilibrio del corpo rigido

all’asta (asse y), queste due componenti sono tra loro collegate e quindi conoscendo il valore di una
possiamo determinare il valore dell’altra:

F., = F.cos(6)

Fcy = F_sin(0) (11.26)
La forza peso agisce integralmente lungo l'asse y.
Possiamo quindi scrivere che:
Y Fox=p1+pa+R+E (11.27)
In particolare lungo la direzione dell’asta (asse x):
Festy =Ry +F., =R, + F,cos(8) =0 (11.28)
Invece perpendicolarmente all’asta (asse y):
Festy = Ry + Foyy + pa + p1 = Ry + Fesin(0) + p, + p1 = 0 (11.29)

Abbiamo un sistema di due equazioni in tre incognite e quindi con infinite soluzioni: ci serve
ancora la condizione sui momenti.

Condizione sui momenti
Determiniamo innanzi tutto I'intensita delle forze peso:

p1 =myg = 540kg- 9,81 m/s? = 5297 N (11.30)
Pa =myg = 200kg- 9,81 m/s? = 1962 N (11.31)

La scelta di un polo rispetto a cui calcolare i momenti ¢ arbitraria se il sistema ¢ in equilibrio,
come stiamo supponendo che sia. Allora prendiamo come polo il punto in cui ¢ incernierata 'asta.
In questo modo il momento relativo alla reazione vincolare ha il vettore posizione (del punto di
applicazione della forza rispetto al polo) nullo e quindi ¢ esso stesso nullo.

> Moy = Mg + My, + M, + Mg, =0 (11.32)
Consideriamo il modulo dei momenti.
MP1 = p1l sin(90°) = 5297 N - 1,8 m - 1 = 9534 Nm (11.33)
Se l'asta ¢ omogenea e uniforme il suo centro di massa si trova a meta della sua lunghezza e Ii
possiamo considerare applicata la sua forza peso:

l 2.5
= paEa sin(90°) = 1962 N - Tm -1 = 2452 Nm (11.34)

Mg, = Fl, sin(0) (11.35)

Infine per attribuire un segno corretto alle componenti dei momenti stabiliamo come positivo
il verso di rotazione antiorario.

Mot = Mg + M, + My, + My = 0Nm — 9534 Nm — 2452 Nm + M = 0 (11.36)
Da cui ricaviamo che:
Mg, = 11986 Nm (11.37)
Ma sappiamo anche che:
Mg, = F.-2,5m - sin(70°) (11.38)
Uniamo le ultime due relazioni per ricavare la forza della corda:
- _11986Nm 550 (11.39)

~ 2,5m - sin(70°)
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1 2 Cinematica rotazionale

Esercizio 85 Una ruota gira con velocita angolare costante = 12 rad/s.

1 Quanto ruota in 23 s?
2. Quanti giri compie in quel tempo?

1. Laruota gira con velocita angolare costante: vale una legge analoga a quella relativa al moto
rettilineo uniforme, dove, invece di avere una posizione x, abbiamo un angolo 6.

0(t) = 6y + wt = 12rad/s - 23s = 322 rad (12.1)

dove 8, ¢ I'angolo iniziale di rotazione che abbiamo supposto uguale a zero.
2. Un giro completo della ruota corrisponde a una rotazione di 27t rad o 360°.
Quindi il numero di giri compiuti e:

0  322rad

N... = —
T on 21

8

= 51 giri (12.2)

Osservazione. La velocita angolare, per lo meno in altri contesti come le onde o le oscillazioni,
& spesso indicata in s™! senza l'indicazione dei radianti dato che i radianti sono una grandezza
adimensionale, ma propriamente andrebbero sempre indicati.

Esercizio 86 Una ruota larga 110 cm gira con velocita angolare costante «» = 25 giri/s.

I Quanto ruota in 47 s?

2. Quanti giri compie in quel tempo?

3. Qual e la velocita a cui sta rotolando la ruota se rotola su un piano?
4. Quanta strada percorre la ruota in quel tempo?

1. Sela domanda “quanto ruota?” la intendiamo come “di quale angolo ¢ ruotata?” allora dobbiamo
g
trasformare la velocita di rotazione in unita del sistema internazionale.

w = 25giri/s = 25rad/s - 2t = 157 rad/s (12.3)
Quindi la rotazione totale (partendo da zero) é stata:
O(t) =0y + wt = 157 rad/s - 47 s = 7383 rad (12.4)
2. Come nel precedente esercizio possiamo scrivere:

0 7383 rad
Ngirj = -— = ————

= 1175 giri 12.5
& 27 21T & (12.5)
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Avremmo potuto usare anche la legge relativa alla velocita angolare costante, con l'indicazione
della velocita in giri al secondo invece che come radianti al secondo.

Ngiri = wt = 25giri/s-47s = 1175rad (12.6)
3. Nel moto circolare uniforme la velocita tangenziale ¢ v = 27r f; dove f¢ la frequenza ovvero
il numero di giri al secondo compiuti dalla circonferenza. Se la ruota rotola senza strisciare
allora la velocita del mozzo e quindi la velocita con cui si sposta la ruota ¢ uguale alla velocita
tangenziale del bordo esterno della ruota vista dal sistema di riferimento del mozzo.
Invece, dal sistema di riferimento del terreno la velocita del punto di contatto col terreno ¢
zero, mentre il punto diametralmente opposto ad esso ¢ il doppio di v.
La ruota ¢ larga 110 cm, quindi il suo raggio ¢ r = 55 cm.

v=2mrf=2m-0,55m-25s"! =86,4m/s (12.7)

Frequenza e velocita angolare in giri al secondo hanno lo stesso numero, ma unita di misura
diversa.

4. Possiamo usare la legge del moto rettilineo uniforme per trovare la strada percorsa.

x=vt=2mrft=2m-055m-25s !-47s = 4061 m (12.8)

Esercizio 87 Una ruota larga 45 cm gira con velocita angolare iniziale w; = 12rad/s e viene
accelerata. Laccelerazione angolare vale @ = 0,23 rad/s? e dura per 47 s.
Infine la ruota viene frenata e fatta arrestare in 9,0 m.

L. Qual ¢ la velocita finale della ruota in accelerazione?

2. Quanti giri compie in quel tempo?

3. Quanti giri compie in frenata?

4. Qual ¢ l'accelerazione angolare nella frenata?

5. Qual ¢ laccelerazione lineare nella frenata?

1. Laruota gira con accelerazione angolare costante: vale una legge analoga a quella relativa al
moto uniformemente accelerato, dove, invece di avere una velocita v, abbiamo una velocita
angolare w.

w(t) = w; + at = 12rad/s + 0,23 1rad/s2 -47s = 22,8rad/s (12.9)

2. Stabiliamo innanzi tutto I'angolo di rotazione complessivo: abbiamo anche qui una legge
analoga a quella relativa al moto uniformemente accelerato, con I'angolo iniziale nullo.

1 1
0(t) = 6, + wit + Eoctz =12rad/s-47s + 50,23 rad/s? - (47 s)? = 818 rad (12.10)

Un giro completo della ruota corrisponde ad una rotazione di 27t rad, quindi il numero di giri
compiuti ¢:

0 818 rad
N- = — =
8 o 21

= 130 giri (12.11)
3. Se dividiamo la distanza percorsa per la circonferenza otteniamo il numero di giri compiuti.

X X 9,0m

= 2 2T 637gin 12.12
8% omr md m-0,45m & (12.12)
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4. Nella frenata la velocita angolare varia da 22,8 rad/s a zero in un moto accelerato.

Possiamo scrivere la seguente relazione che lega queste velocita alla rotazione 8 avvenuta e alla
accelerazione angolare a.
(a)f)2 — ()? = 200 (12.13)

Per ricavare 'accelerazione dobbiamo conoscere la rotazione totale € in radianti che ¢ legata al
numero di giri.
0 = Ngiri - 2t = 40rad (12.14)

Infine:
3 (COf)2 — (ay)? ~ —(228 rad/s)?

= —6,50 rad /s® 12.15
20 2-40rad rad/s ( )

o

5. Anche per l'accelerazione lineare vale una relazione simile alla precedente:

(vp)? — (w)? = 2ax (12.16)

La velocita finale vp=0m /s, mentre la velocita iniziale in frenata la leghiamo alla velocita
angolare.

vi= o = 22.87ad/s - 2 _ 99 8rad/s-0,225m = 5,13 m/s (12.17)
Infine: ) )
(vp* —(w) —(5,13m/s)?
a= 7 A Y170 ~1,46m/s? (12.18)
2x 2-90m
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1 3 Dinamica del corpo rigido

13.1 Energia cinetica rotazionale

Dinamica del corpo rigido

Esercizio 88 Una palla sferica ha una massa m = 140 g, un momento di inerzia I = 0,038 kg m*
e si muove ad una velocita v = 35 km/h compiendo 4,5 giri al secondo.

1. Qual é l'energia cinetica traslazionale della palla?

2. Qual ¢ I'energia cinetica rotazionale?

1. L'energia cinetica traslazionale &:
1 2_1 2 _ 1 2
E.= =g 140g- (35km/h)* = 5 0,140kg- (9,72m/s)* = 6,6] (13.1)
2. Sela palla compie 4,5 rotazioni al secondo la sua velocita angolare vale:
w = 4,5giri/s = 4,5rad/s - 2 = 28,3 rad/s (13.2)

L'energia cinetica rotazionale &:

E.or = %Imz = % -0,038 kgm? - (28,3rad/s)? = 15,2] (13.3)

Esercizio 89 Una palla sferica ha una massa m = 1,7kg, il raggio ¢ r = 35 mm e si muove ad
una velocita v = 15km/h, compiendo 23 giri al secondo.

1. Qual ¢ l'energia cinetica della palla se ¢ una sfera piena?

2. Qual ¢ I'energia cinetica della palla se é una sfera cava?

L'energia cinetica totale ¢ la somma di quella traslazionale e rotazionale.
1 o 2.,.1.9
ECtOt = EC + EI'Ot = Emv + EICO (134)

Dobbiamo conoscere il momento d'inerzia I della palla. Se ¢ una sfera piena vale:

Iy = %mrz = % -1,7kg - (0,035 m)? = 0,0238 kg m? (13.5)
Se & una sfera cava vale:
I, = %mrz = % -1,7kg - (0,035 m)? = 0,0397 kg m? (13.6)

119



13.1 Energia cinetica rotazionale

Allora l'energia cinetica rotazionale nei due casi vale:

1 1
Erotsp = Elspwz = 7 - 0,0238kg m? - (23 - 2 rad/s)? = 249]

1
Erotsc = EIscwz

L'energia cinetica traslazionale vale:

_ % -0,0397 kgm? - (23 - 2 rad/s)? = 414]

E. = %mvz = % -1,7kg - (% m/s>2 = 14,8]
Infine, I'energia cinetica totale per la sfera piena vale:
Ector = Ec + Erorsp = 14,8] +249] = 264]
Per la sfera cava invece:

Ectot = Ec + Eporsc = 14,8] +414] = 429]
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13.2 Conservazione dell’energia

13.2 Conservazione dell’energia

Esercizio 90 Una biglia di acciaio piena, di raggio 15 mm, scende lungo un pendio rotolando,\
senza strisciare e senza perdere energia per attrito, partendo da ferma dal punto A ad un’altezza
hy,=28m.

1. Qual ¢ I'energia meccanica iniziale del corpo?

2. Che velocita avra nel punto B a valle, all'altezza hy = Om ?

3. Che velocita nel punto C ad un’altezza h, = 1,9 m?

4. Il corpo potrebbe superare l'avvallamento oltre il punto C?

1

A

N /

Questo esercizio & analogo a quello gia proposto nel capitolo sul lavoro [3.6]. La situazione fisica

¢ un po’ piu realistica perché abbiamo un sfera che rotola invece che un corpo che scivola soltanto.

Per ruotare partendo da ferma deve per forza esserci attrito, ma stiamo comunque imponendo che
non ci sia dissipazione di energia, ad esempio per attrito volvente.

Quindi possiamo applicare al nostro corpo il principio di conservazione dell'energia meccanica:

Su un corpo in cui compiono lavoro solo forze conservative l'energia meccanica si conserva.
L'energia meccanica ¢ la somma dell’energia cinetica e potenziale del corpo, ma in questo
contesto dobbiamo tener conto anche dell’energia cinetica rotazionale. Possiamo scrivere:

En=E.+Eow+U-= %mv2 + %Iwz + mgh (13.12)

Se 'energia meccanica si conserva allora possiamo legare quel che accade in due punti diversi con
questa grandezza comune.

Si calcola I'energia meccanica in un punto in cui tutte le grandezze in essa contenute sono
note. Conosciuta questa energia, che deve essere la stessa dappertutto, si puo ricavare una delle
grandezze in essa contenuta per un altra posizione del corpo, conoscendo il valore di tutte le altre
grandezze nella nuova posizione.

1. Nel punto A la velocita v, e la velocita angolare w, sono nulle perché il corpo parte da fermo;
laltezza h, & nota. Non conosciamo ancora la massa del corpo. Se sappiamo che il corpo &
d’acciaio possiamo conoscerne la densita da opportune tabelle e da questo determinarne la
massa.

m=d-V=d- %7{13 = 7800kg/m> - = - - (0,015m)? = 0,110 kg (13.13)

W | v

Determiniamo infine I'energia meccanica.

Ep, = %m -(0m/s)? + %I -(0rad/s)? +0,110kg- 9,81 m/s?-2,8m = 3,02]  (13.14)
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13.2 Conservazione dell’energia

2. Nel punto B conosciamo tutte le grandezze tranne la velocita lineare e angolare. Siccome
abbiamo due incognite e un'unica condizione non possiamo ancora trovare la velocita lineare.
Tuttavia, per una sfera che rotola, la velocita lineare di traslazione ¢ legata a quella angolare
dalla relazione v = wr. Allora esprimiamo I'energia meccanica in funzione della sola velocita v.

1

E,=-mv+ lIa)2 + mgh = 1mv2 + 11(1}
2 2 2 2

2
>-+mgh (13.15)
r
Dobbiamo anche esplicitare il momento d’inerzia I per la sfera che ruota rispetto ad un suo

. . 2 . . .
asse di simmetria: ] = gmrz. Per cui possiamo scrivere:

1./v\2 1 2 v o1
E.. = —I(—) == Zmrt. = = S 13.16
ot 2\ 2 5 r2 5 (1316)

1 5,1 5 7 9
E, = 5 + i + mgh = o™ + mgh (13.17)

Adesso possiamo legare I'energia meccanica nel punto in cui la conosciamo (il punto iniziale
A), all'energia meccanica in B.

E., L= ErnB

_ 7 2
En, = o + mghy (13.18)
En, = lmsz (hy = 0m)

A 10
l'espressione che ci da I'energia meccanica ¢ diventata un’equazione algebrica di secondo grado
la cui incognita ¢ la velocita che cerchiamo.

W= Fm,
B lm
10 (13.19)
10 Epy,
VB = -
m

La velocita nel punto B vale:

10 - 3,02
vy = 10-3.02] = 6,26 m/s (13.20)
7-0,110kg

3. Nel punto C valgono gli stessi ragionamenti del punto B, ma in questo caso l'altezza ¢ h.
Possiamo ricavare la velocita v dalle altre grandezze.

Em, = En,
_ 72
En, = EmvC + mghe

7 o

1—0mvC = Ep, —mghe
E,. —mghc (13.21)
2 _
i —
—m
10
IO(EIHA - mghc)
Ve = m
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La velocita nel punto C vale:

10(3,02] — 0,110kg - 9,81 m/s% - 1,9 m) 9,70] 3.55m/ (13.22)
V- = = = 5 m/s N
c 70,110 kg 0,770 kg

. Il punto Csi trova ad una altezza inferiore al punto A. Il corpo, proprio per la conservazione
dell’energia meccanica, puo scivolare sul pendio finché non giunge ad una altezza uguale a
quella di partenza, dove 'energia potenziale avra lo stesso valore iniziale e 'energia cinetica si
annulla e il corpo si ferma. Il fatto che il corpo rotoli non cambia queste considerazioni.
Quindi il corpo puo risalire fino al punto C.
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13.3 Momento della forza

Esercizio 91 Un cilindro di massa m = 10 kg e raggio r = 12 cm puo ruotare liberamente intorno
al suo asse centrale. Una fune di massa trascurabile ¢ legata intorno al cilindro ed é tirata con una
forza costante F = 5,0 N, come mostrato in figura.

1. Qual e il momento della forza esercitata sul cilindro?

2. Quale accelerazione angolare ha il cilindro?

3. Quale velocita di rotazione acquista dopo due secondi se parte da
fermo?

4. Di quanto é scesa la fune in quei due secondi?

5. Qual ¢ la tensione della fune se il cilindro é tenuto fermo?

6. Qual ¢ la tensione della fune quando il cilindro non é trattenuto?

1. Il cilindro ¢ in equilibrio traslazionale: la somma delle forze che agiscono su di esso vale zero.
Sul corpo agisce la forza peso p e la forza Fverso il basso e la reazione vincolare dellasse di
sospensione verso l'altro.
La forza Fé tangente alla ruota per cui il vettore posizione del momento della forza rispetto al
centro del cilindro ¢ perpendicolare alla forza stessa. Le altre due forze agiscono direttamente
sull’asse di rotazione e non contribuiscono al momento della forza.

-

M = Frsin(90°) = 5,0N - 0,12m = 0,6 kgm (13.23)

2. Per conoscere la velocita di rotazione finale partiamo dal considerare la seconda legge della
dinamica riferita al moto rotazionale: la possiamo applicare perché il corpo rigido ruota rispetto
ad un asse fisso.

M=1Ix (13.24)

Se il momento M ¢ costante anche l'accelerazione angolare & conseguente ¢ costante: ricavia-

mola. Ricordiamo che il momento d’inerzia I di un cilindro rispetto al suo asse di simmetria

1
centralee I = Emrz.

Fr _2F __2-50N
1 o mr 10kg-0,12m

—-mr
2

3. Il moto ¢ uniformemente accelerato per cui la velocita angolare finale vale:

= 8,33 rad/s? (13.25)

o= =

wf=w;+a-t=0rad/s+ 8,33 rad/s? - 2s = 16,7 rad /s (13.26)

4. La fune ¢ solidale con il cilindro, per cui la fune si svolge dello stesso tanto dello spostamento
del bordo del cilindro. A sua volta il bordo del cilindro percorre una distanza x, proporzionale
allo spostamento angolare 6.

x=0-r (13.27)

Sappiamo che la rotazione del cilindro ¢ uniformemente accelerata, parte da fermo e per
semplicita supponiamo che lo spostamento angolare iniziale sia zero (possiamo indicare ad
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arbitrio un qualsiasi valore iniziale). Per cui:

Op=0+aw-t+ %(Z'tz =0rad +0rad/s-2s+ %~8,33rad/52-(25)2 =16,7rad (13.28)

Infine:

x=0-r=16,7rad-0,12m = 2,00 m (13.29)

5. Se il sistema ¢ fermo e quindi in equilibrio allora la fune ¢ tirata verso il basso dalla forza Fe
verso l'alto dalla reazione vincolare del cilindro che la tiene ferma ed ¢ uguale ¢ contraria a F.
Per cui la tensione della fune ¢&:

T=F=50N (13.30)

6. La fune ha massa trascurabile: per questo motivo, anche se in movimento, la sua tensione ¢
la stessa. Infatti la forza complessiva che agisce su essa & sempre nulla e poiché la forza Fe
scritto essere sempre uguale anche la tensione della fune ha lo stesso valore individuato al
punto precedente.

Esercizio 92 Un cilindro di massa my = 10kg e raggio r = 12 cm pud ruotare liberamente
intorno al suo asse centrale. Una fune di massa trascurabile ¢ legata intorno al cilindro ed é tirata
da un corpo di massa my = 1,2kg, come mostrato in figura.

1. Qual e il momento della forza esercitata sul cilindro?

2. Quale accelerazione angolare ha il cilindro?

3. Qual ¢ la tensione della fune se il cilindro é tenuto fermo?

4. Qual ¢ la tensione della fune quando il cilindro non e trattenuto?

Cominciamo analizzando le forze che agiscono sul sistema.

Il cilindro ¢ in equilibrio traslazionale: la somma delle forze che
agiscono su di esso vale zero. Sul corpo agisce la forza peso py, la
forza 1:“}1 verso il basso, del filo sul corpo 1, e la reazione vincolare
dell’asse di sospensione verso l'altro.

La forza ﬁﬂ ¢ tangente alla ruota per cui il vettore posizione del
momento della forza rispetto al centro del cilindro ¢ perpendicolare
alla forza stessa. Le altre due forze agiscono direttamente sull’asse di
rotazione e non contribuiscono al momento della forza.

Invece sul corpo sospeso 2 agisce la forza 13}2 verso l'alto, del filo
sul corpo 2, e la forza peso p,. Queste due forze non sono uguali e
contrarie perché il corpo ¢ accelerato verso il basso.

Per poterla determinare dobbiamo risolvere un sistema mettendo insieme piut condizioni e
informazioni.

Le forze Fy e Fy) sono uguali e contrarie. Infatti, come gia sottolineato nell'esercizio[52] se la
massa della fune ¢ trascurabile la forza complessiva che agisce su di essa ¢ nulla. Chiamiamo
allora questa forza semplicemente Fy.

Chiamiamo a l'accelerazione con cui il corpo due sta scendendo, presa col segno negativo se
verso il basso; essa corrisponde anche all’accelerazione tangenziale di un punto sul bordo del
cilindro. Per cui la II legge di Newton applicata al corpo due ci fa scrivere:

mya = py + (—F) = myg — F (13.31)
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13.3 Momento della forza

Applichiamo il secondo principio della dinamica nella forma rotazionale al corpo uno.
M=lIa
ooy _ 12
F;rsin(90°) = Smra (13.32)
1
F=-mra
f 9 1

Infine consideriamo che I'accelerazione tangenziale di un punto sul bordo del cilindro ¢ legata
(13.33)

all’'accelerazione angolare:
a=ar

Con le tre condizioni otteniamo un sistema di tre equazioni in tre incognite: Ff, a e a.

mya = myg — F

1
F = Jmre (13.34)
a=ar

Mettiamo in evidenza e calcoliamo le tre grandezze.

F=myg —mya
F—lmra—lmrg—lma
f oM o= 5 (13.35)
a
a=-
r

1
mpg —mpa = Emla

1
myg = (Eml + mz) a (13 36)
m 1,2kg - 9,81 m/s?
a= 28 =77 g / = 1,80 m/s?
(—ml + mz) (EIO kg + 1,2 kg)
F = lmla = % -10kg - 1,80 m/s2 =9,50N (13.37)
1,80 m §2
a_180m/s 15,8 rad/s2 (13.38)
r 0,12m
(13.39)

Infine possiamo calcolare il momento della forza.
M = F;rsin(90°) = 9,50N-0,12m = 1,14 N m
2. Abbiamo gia calcolato che & = 15,8 rad /s,
3. La tensione della fune quando il cilindro ¢ fermo ¢ in modulo uguale al peso del corpo due
Questa tensione deve essere superiore a quella che si ha quando il cilindro ¢ in movimento.
T=p,=myg=12kg-9,81m/s?> = 11,8N (13.40)
(13.41)

4. La tensione della fune quando il cilindro ¢ in movimento corrisponde in modulo alla forza F;

che il filo esercita su i due corpi.
T=F=950N
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1 4 Gravitazione

14.1 Forza gravitazionale tra due corpi puntiformi

Esercizio 93 Due corpi puntiformi dotati rispettivamente di massa m; = 12kg e my = 25kg
sono posti nel vuoto alla distanza d = 1,2 m. Calcola l'intensita della forza gravitazionale tra i due
corpi e indica nella figura seguente direzione e verso della forza che agisce su ognuno.

® d O

my m,

Lalegge di gravitazione universale dei corpi stabilisce quale debba essere la forza che intercorre
tra due masse puntiformi, m; e my, poste nel vuoto a distanza d 'una dall’altra, dove G & la costante
di gravitazione universale. Nella nostra figura le masse sono state disegnate come dei cerchi, per
renderle meglio visibili.

Per cui l'intensita della forza tra i due corpi &:

212kg- 25k
MM _ 667 x 10711 N2 12K8720K8
d? kg  (1,2m)?

F=G (14.1)

6671225 10_lle2 kg?

=14x108N
1,44 kg? m?

La forza puo essere solo attrattiva. La forza ﬁlz che agisce sul corpo m; posto in presenza del
corpo m; ¢ uguale e contraria alla forza ﬁ21 che agisce sul corpo m, posto in presenza del corpo
m;. La direzione delle due forze & lungo I'asse che congiunge il centro dei due corpi.

Possiamo completare la figura in questo modo:

@ F12> d <F21 @

my m,

Esercizio 94 La Luna é attratta gravitazionalmente di piu dalla Terra o dal Sole?

Per rispondere alla domanda calcoliamo la forza di attrazione prima con la Terra e poi con il
Sole. Ricaviamo i dati relativi alla massa e alle distanze tra questi corpi dalla tabella in appendice a
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14.2 Moto orbitale

questo libro. Come distanza tra la Luna e il Sole usiamo il raggio dell’'orbita terrestre.

my m 2 (7,34 x 1022 kg) - (5,97 x 1024 k
Frr=6 Elz - = 6,67x 107! 1\:2 : 3 84g>)< 15)8 m)> V. 1,98 x 10N (14.2)
g 5
22 30
o mpmg _11 Nm? (7,34 x 10" kg) - (1,99 x 10" kg) 2
Fis=G o= 6,67 x 10 " (149 10T m)? =439%x 102N (14.3)

14.2 Moto orbitale

Esercizio 95 Un satellite artificiale orbita intorno alla Terra su un orbita circolare a 400 km di
altitudine. Determina:

1. Taccelerazione di gravita a cui é sottoposto il satellite;

2. la velocita orbitale;

3. il periodo di rivoluzione intorno alla Terra.

1. Se combiniamo assieme la legge di gravitazione universale con l'usuale formula per la forza
peso possiamo determinare l'accelerazione di gravita g a cui ¢ sottoposto il satellite.
Il raggio dell’'orbita ¢ la somma del raggio terrestre piu l'altitudine a cui il satellite si trova.

r=r+h=6372x103km + 0,400 x 103 km = 6,772 x 103 km = 6,772 x 10°m  (14.4)

Inoltre il raggio dell'orbita corrisponde anche alla distanza tra i centri di massa della Terra e
del satellite (r = d).

F, =Fg
mgm
msg = GS—ZT
d (14.5)
m 2 597x10%*k
g= G 6 67x 1011 N & g68m/s?
d? kg® (6,772 x 10 m)?
2. Lavelocita orbitale si puo ricavare dalla seguente relazione:
2
o [667x107" 1\11(“2‘ 5,97 x 104 kg
v = = £ =7,67x103m/s (14.6)
r 6,772 x 10°m

Possiamo ricavare quella relazione considerando che, per avere un orbita circolare e un moto
circolare uniforme, la forza centripeta ¢ data dalla forza di attrazione gravitazionale sul satellite.

2 m.m
mSVT =G Srz T
2
vo_ghr (14.7)
r re
Gm
v = 21
;
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3. Se il moto ¢ circolare uniforme vale la seguente relazione:

_ 2mr

T

T¢ il periodo di rivoluzione e lo mettiamo in evidenza.

27 - 6,772 x 10°
T 2w _2n M 555x10%s
v 7,67 x 103 m/s
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14.3 Energia potenziale gravitazionale

14.3 Energia potenziale gravitazionale

Esercizio 96 Un fumatore incosciente lascia cadere un accendino con una massa di 50 g dalla
cima della torre degli Asinelli a Bologna da un altezza di 97,20 m.
Calcola esattamente di quanto e variata la sua energia potenziale quando arriva al suolo.

La forza di gravita ¢ una forza conservativa e quindi ad essa ¢ associata una energia potenziale.
In prossimita del suolo quest’energia puo essere espressa dalla relazione U = mgh, dove m ¢ la
massa del corpo, g l'accelerazione di gravita e h l'altezza a cui si trova il corpo rispetto ad una
altezza di riferimento scelta ad arbitrio. La scelta arbitraria dell’altezza di riferimento ¢ legata al
significato fisico dell’energia potenziale: cid che importa sono solo le variazioni di energia tra due
posizioni e non il valore dell’energia in un punto.

Lespressione piu generale per I'energia potenziale ¢ pero U(r) = —GM—m; I'espressione si
riferisce ad un corpo puntiforme di massa m, posto a distanza r dal centro di un altro corpo di
massa M (la Terra) e dove G = 6,67 x 10”1 Nm?/ kg2 ¢ la costante di gravitazione universale.

La differenza di valore tra le due espressioni € solitamente trascurabile ai fini pratici. Nel testo
ci viene chiesto di determinare la variazione esatta di energia, facendo implicitamente riferimento
alla seconda espressione. Calcoliamo comunque la variazione con entrambe le espressioni per
evidenziarne la differenza.

Per usare la prima espressione scegliamo come altezza di riferimento il suolo (h = 0 m).

AE = Eyy — Eyy = mghy —mghy = mg(hy — hy) = 50g- (9,81 m/s>)(0m — 97,20 m) = —47,68]

(14.10)

Per quanto riguarda la seconda espressione r; (distanza iniziale) & la distanza tra il centro della

Terra e la cima della torre; r,, ¢ invece il solo raggio terrestre, supponendo che la torre sia al livello
del mare.

AE = Eyy — Ey = _GMm (_GMm) _ _GMm _ (_ GMm) _ GMm(—i Lt > _
ry r rT rr+h rr rr+h

(14.11)
6,674x10"1 N'm?/ kg?-5,972x10%4 kg-0,05 kg <— 1 + 1 ) = —47,72]
6371000m 6371000 m + 97,20 m
Nel I'ultimo calcolo abbiamo usato quattro cifre significative sia per la costante di gravitazione
universale che per la massa della Terra perché la differenza con la precedente variazione di energia
potenziale era anch’essa sulla quarta cifra significativa. Per una piu corretta valutazione avremmo
dovuto conoscere meglio anche I'accelerazione di gravita usata nel primo caso.

Esercizio 97 Un proiettile é sparato verticalmente dalla superficie terrestre con velocita iniziale
v = 1,2km/s. Trascurando la resistenza dell aria:

L. A che distanza dalla superficie terrestre potra arrivare?

2. Qual e la velocita con cui la particella ricade sulla superficie terrestre?

1. Possiamo risolvere questo esercizio applicando il principio di conservazione dell’energia
meccanica per le forze conservative, in questo caso la forza di gravita.
Tuttavia il moto dell'oggetto non & tutto prossimo alla superficie terrestre come nell’esercizio
precedente. Quando avviene questo non ¢ corretto utilizzare U = mgh come espressione
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14.3 Energia potenziale gravitazionale

che definisce I'energia potenziale gravitazionale. Un proiettile lanciato verso l'alto con una
velocita di 1 km/s arriva sicuramente a diversi km di altezza. In tali casi & opportuno utilizzare
l'espressione generale U(r) = _GMm

La Terra ¢ un corpo sferico e il suo campo gravitazionale, al di la della superficie, si comporta
come quello di un corpo puntiforme posto nel suo centro.

All'istante iniziale la distanza tra proiettile e Terra ¢ il raggio della terra rp = 6,37 x 10° m. Alla
massima altezza dal suolo (h) la distanza tra proiettile e Terra & divenuta r + h e la velocita del
proiettile ¢ nulla.

Quindi la conservazione dell’energia meccanica ci consente di scrivere che:

Ei+U=Es+U
1 vz_GmM_ GmM

2 rT _rT +h
(1 2 GM) GM
-7 - — —_— ———
2 rT (T’T + h)
14.12
b GM (14.12)
(1 9 GM)
_v — —
2 FT
By GM
<1 ) GM)
_v — —
2 FT
6,67 x 10711 N'm?/ ke® - 5,97 x 1024 k
h=-637x10°m— m’/ kg . 5 = 74,1km
1 ;m\2  6,67x107"" Nm?/kg” 5,97 x 10** kg
—(1,2-10 —) -
s 6,37 x 10 m
(14.13)

. Per la conservazione dell’energia meccanica la velocita di caduta al suolo (in modulo, ma non
in direzione e verso) & la stessa che si ha al momento del lancio: se I'altezza a cui si ritrova il
corpo ¢ la stessa iniziale deve essere la stessa anche la velocita.

Esercizio 98 Un meteorite passa a 800 km dalla Luna con una velocita v = 1,5km/s.

1. Il meteorite riuscira a sfuggire all attrazione gravitazionale della Luna?
2. Quale velocita minima avrebbe dovuto avere per poter sfuggire via?

1. Selenergia totale del sistema meteorite-Luna & maggiore di zero il sistema non ¢ legato e il
meteorite puo sfuggire. Lenergia cinetica € solamente del meteorite; la distanza d da considerare
¢ la somma del raggio della Luna e della distanza del meteorite dalla superficie della Luna.

1 5, GmMy
Eiot = = —
tot = 3 mv 7

Nell'espressione precedente non conosciamo il valore della massa m del satellite, ma sappiamo
che & necessariamente un numero positivo. Allora mettiamola in evidenza e calcoliamo il valore
del fattore per il quale & moltiplicata.

(14.14)

GM
l2_ —L) (14.15)
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14.3 Energia potenziale gravitazionale

GM
%Vz - TL = (1416)
-11 2 2 22
1 5 , 6,67x107""Nm / kg - 7,35 x 10°“ kg 5
=(1,5x10°m/s)* — = -8,05x10°]/k (14.17)
2( /) 1,74 x 10 m + 0,80 x 10° m I/ke

Il valore precedente & negativo, quindi & negativa anche I'energia totale: il meteorite non riuscira
a sfuggire all'attrazione gravitazionale della Luna.
2. Lavelocita minima per sfuggire all'attrazione gravitazionale di un corpo ¢ detta velocita di fuga.

La sua espressione ¢:
ve = /_ZfiM (14.18)

La massa da considerare ¢ quella della Luna e d, come prima, ¢ la distanza tra il centro della
Luna e il centro del corpo.

=1,96x10°m/s (14.19)

2-6,67x 107" Nm?/ kg” - 7,35 x 1022 kg
Ve =
f 1,74 x 10 m + 0,80 x 10° m

La precedente relazione si puo facilmente ricavare considerando che quella velocita & quella
che si avrebbe se I'energia totale del sistema fosse uguale a zero, cioé I'energia minima per poter
sfuggire all’attrazione gravitazionale.
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1 5 Termologia

15.1 Legge fondamentale della calorimetria

Esercizio 99 Calcola la quantita di calore necessaria ad innalzare la temperatura di 14 mg di
ferro da 23°C a 120°C.

La legge fondamentale della calorimetria ci dice qual ¢ la quantita di calore Q che dobbiamo
fornire ad un corpo di massa m e calore specifico c per variarne la temperatura da una temperatura
iniziale T; ad una temperatura finale T; .

Q =mcAT = me(T; — T;) (15.1)

Tutte le unita di misura vanno espresse nel S.I.
Quindi in questo caso abbiamo che:

m=14mg=14x10"3g=14x10"310"kg = 14 x 10 ° kg (15.2)
I calore specifico del ferro lo ricaviamo dalle tabelle: cg. = 450]/(Kkg).

5, =23°C=23K+273,15K = 296,15K

(15.3)
tr =120°C = 120K + 273,15K = 393,15K
Quando abbiamo una variazione di temperatura AT possiamo usare indifferentemente gradi
Celsius (t minuscola) o kelvin (T maiuscola) in quanto gli intervalli di temperatura espressi in gradi
Celsius o kelvin sono numericamente uguali. Quindi in questo caso non era del tutto necessario
convertire le temperature in kelvin.
Sostituiamo questi dati nella legge.

O =14 x10"®kg- 450 é - (393,15 — 296, 15)K = 0,61] (15.4)
g

15.2 Passaggi di stato

Esercizio 100 Calcolare la quantita di calore totale necessaria per far fondere 500 g di ghiaccio
inizialmente a 0 °C e portarli alla temperatura di 17 °C.
[Tl calore specifico dell'acqua é 4186 ]/ (kg K) e il calore latente di fusione ¢ 333 k] /K]
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15.2 Passaggi di stato

La legge fondamentale della calorimetria si puo applicare solo a materiali che non subiscono
un passaggio di stato nel salto di temperatura a cui vengono sottoposti. Durante il passaggio di
stato la temperatura (per una sostanza pura) rimane costante e il calore che ¢ necessario fornire per
completare la transizione da una fase all’altra ¢ detto calore latente (di fusione o di vaporizzazione).

Qui dobbiamo prima fare fondere completamente il ghiaccio e poi possiamo fare salire la
temperatura dell’acqua liquida fino alla temperatura finale.

Il primo passo ¢ quello di calcolare quanto calore ci vuole per far fondere completamente
l'acqua.

0 = mis (15.5)

dove m & la massa della sostanza e A ¢ il calore latente, in questo caso di fusione, ovvero il
calore che ¢ necessario fornire ad un chilogrammo di sostanza per farle compiere il passaggio di
stato.

Il secondo passo ¢ quello di applicare la legge fondamentale della calorimetria per portare
l'acqua liquida alla sua temperatura finale. Possiamo fare anche un grafico qualitativo della tempe-
ratura in funzione del tempo (supponendo un riscaldamento costante) per meglio renderci conto
di quello che stiamo facendo.

t(°C)
17

t(s)

Tutte le unita di misura vanno espresse nel S.I. per coerenza con i parametri a nostra disposi-
zione.

m =500g = 0,5kg (15.6)
(tt—t)=(17°C—0°C) = 17°C = AT = 17K (15.7)
Calore per fare fondere il ghiaccio:

kJ
Q =mi; = 05kg 333 .= = 166500] (15.8)

8

Calore per aumentare la temperatura dell’acqua liquida:
Q = mcAT = 0,5kg - 4186 L -17K =35581] (15.9)

kgK

Il calore che in totale dobbiamo fornire & quindi:

Q = 166500 + 35581] = 202081 ] = 202000 (15.10)
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15.2 Passaggi di stato

Esercizio 101 Calcolare la quantita di calore totale che dobbiamo assorbire da 23 kg di etanolo,
inizialmente a 102 °C, per portarli alla temperatura di —5 °C. Tutto il processo avviene alla presenza
di solo etanolo tenuto alla pressione atmosferica.

Questo esercizio puo essere risolto esattamente con lo stesso metodo utilizzato nell’esercizio
precedente. Qui dobbiamo fare attenzione alle particolari caratteristiche fisiche dell’etanolo. Guar-
dando nelle opportune tabelle scopriamo che 'etanolo fonde a —114 °C e bolle a 78 °C. Quindi
l'etanolo iniziale, se tenuto alla pressione di 1atm, si trova allo stato gassoso; a —5 °C invece &
liquido. Il nostro raffreddamento dovra passare attraverso un passaggio di stato, da gassoso a
liquido.

L'intero processo passa attraverso tre fasi.

1. Da102°C a 78 °C (temperatura di condensazione): raffreddamento del vapore.
2. Condensazione completa a 78 °C: passaggio di stato con temperatura costante.
3. Da78°C a -5 °C: raffreddamento del liquido.

Possiamo rappresentare con un grafico qualitativo quanto deve succedere.
t(°C)

102

78

-5

Prima fase. Applichiamo la legge fondamentale della calorimetria.
Q =mcAT = me(T; — T;) (15.11)
Il calore specifico dell’etanolo in fase gassosa a circa 100 °C vale 1800 ] / (kg K) .
At = (t — 1) = (78°C — 102°C) = —24°C = AT = —24K (15.12)

Il segno meno deriva dal fatto che stiamo raftreddando la sostanza.

J

=23kg- 1800 — -
O g gk

(—24K) = —993600 ] (15.13)

Seconda fase. Calore latente di evaporazione o condensazione (855000 J /kg).
Q =miy (15.14)
kg
Q; = 23kg - 855000] /kg = 23 855000] - - = = 19665000] (15.15)
8

Terza fase. Applichiamo nuovamente la legge fondamentale della calorimetria. L'etanolo ¢ ora
in fase liquida (c = 2430]/(kg K)).

At = (t—t) = (=5°C — 78°C) = —83°C = AT = —83K (15.16)
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15.2 Passaggi di stato

J .
kg K
Le tre quantita che abbiamo ottenuto devono avere lo stesso segno perché il processo ¢ sempre
di raffreddamento. Il calore che in totale dobbiamo assorbire ¢ quindi:

Qs = 23kg - 2430 (—83K) = —4638870] (15.17)

Otor = 01 + Oy + 05 = 993600 ] + 19665000 J + 4638870 ] = 25297470 =~ 25300000]  (15.18)
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15.3 Calorimetro

Esercizio 102 Un calorimetro é riempito con 2500 ml di acqua pura a 17 °C. In esso viene immerso
un blocco di sostanza incognita la cui massa é 500 g alla temperatura di 230 °C. All'equilibrio il
sistema, senza alcuna dissipazione di calore, raggiunge una temperatura finale di 34 °C.

Trova il calore specifico della sostanza.

Un calorimetro ideale ¢ un recipiente in grado di non disperdere calore e di non assorbirlo
dalle sostanze in esso contenute. Se versiamo l'acqua (fredda) e il blocco (caldo) nel calorimetro si
avra unicamente un trasferimento di calore tra questi due oggetti.

Indichiamo con Q, la quantita di calore assorbita dall’acqua e con Qj, quella ceduta dal blocco:
la loro somma algebrica deve essere uguale a zero.

Qu+Q=0 (15.19)

Sviluppiamo queste due espressioni, tenendo conto che 'acqua non cambia di stato (la temperatura
finale & ancora sotto i 100 °C), e applichiamo la legge fondamentale della calorimetria. Indichiamo
con t; la temperatura finale e comune dell’acqua e del blocco, con il pedice a le grandezze riferite
all’acqua e con il pedice b le grandezze riferite al blocco. L'unica incognita ¢ il calore specifico del
blocco cy,.

m,cy(ts — i) + mpcy(tp — tp) = 0 (15.20)

Mettiamo in evidenza I'incognita:

Myt — tip) = —MuCa(ts — ta) (15.21)
te — t.
e = _M (15.22)
my,(t — tip,)
Infine:
2,500 kg - 4186 kg°C)-(34°C —17°C
o = — g 4186]/(kgC) - ( ) _ 1815]/(kg C) (15.23)

0,500 kg - (34 °C — 230°C)

Esercizio 103 Un calorimetro e riempito con 2500 ml di acqua pura a 17 °C. In esso viene immerso
un blocco di sostanza incognita la cui massa é 500 g alla temperatura di 230 °C. All'equilibrio il
sistema, senza alcuna dissipazione di calore, raggiunge una temperatura finale di 34 °C.

Il calorimetro ha una capacita termica di 120 J /°C.

Trova il calore specifico della sostanza.

Un calorimetro ideale ¢ un recipiente in grado di non disperdere calore e di non assorbirlo
dalle sostanze in esso contenute. Tuttavia, in condizioni reali, anche il calorimetro assorbe o cede
calore al suo contenuto. Dobbiamo tenere conto nel bilancio termico anche di questo oggetto.

Per fortuna non ci interessa sapere massa e calore specifico del calorimetro: ci basta conoscere la
sua capacita termica C = mg, prodotto della massa per il calore specifico, come indicato nei dati del
problema. Tradizionalmente si usa la grandezza mpy, detta “equivalente in acqua del calorimetro”
dove si suppone che il calore specifico del calorimetro sia quello dell’acqua e invece di darci la
capacita termica ci viene data la quantita d'acqua corrispondente, come se C = mp, oCp-
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15.3 Calorimetro

Sviluppiamo l'esercizio come quello precedente: indichiamo con Q, la quantita di calore assor-
bita dall’acqua, con Qp, quella ceduta dal blocco e con Q, quella assorbita dal calorimetro: la loro
somma algebrica deve essere uguale a zero.

Q++0 =0 (15.24)

Sviluppiamo queste due espressioni applicando la legge fondamentale della calorimetria. Indichia-
mo con ¢ la temperatura finale e comune dell’acqua, del blocco e del calorimetro, con il pedice
“a” le grandezze riferite all'acqua, con il pedice “b” le grandezze riferite al blocco; del calorimetro
usiamo la capacita termica C e supponiamo che la sua temperatura iniziale sia quella dell’acqua in

esso contenuta. L'unica incognita ¢ il calore specifico del blocco cy,.
maca(ts — tia) + mypep (s — tip) + Clt — 1) = 0 (15.25)

Mettiamo in evidenza I'incognita:

mycy(t — tip) = —Maca(t — tia) — C(t — 1) (15.26)
te—t.) + C(t — £
op = _maca( f 1a) ( f 1a) (15.27)
my,(t — tip)
Infine:
2500k 4186]/(kg"C) - (34°C ~ 17°C) +120]/°C-(34°C = 17°C) _ 18361 /(g "C)
b 0,500 kg - (34 °C — 230°C) 8

(15.28)

Il valore ottenuto nell’esercizio precedente con il calorimetro ideale, con gli stessi dati, era
sottostimato rispetto a quello pil realistico qui ottenuto.
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15.4 Conduzione del calore

Esercizio 104 Una finestra fatta di vetro é larga 166 cm e alta 89 cm; lo spessore del vetro é
12 mm; una faccia si trova ad una temperatura di 21°C e l'altra a 4°C. (k = 0,7 W/(m K))
Calcola quanto calore fluisce attraverso la finestra ogni secondo.

Per dare risposta a questa domanda utilizziamo la legge di Fourier. La legge ci dice quanto
calore Q fluisce attraverso una parete di area A e spessore L in un tempo At, dove una parete si
trova alla temperatura T e l'altra alla temperatura T, e con T, > Ty:

T, — T1)AAt
0 = T2~ AN (15.29)
L
In questo caso:
(tz - tl) =21°C—-4°C=17°C= (T2 - Tl) =17K (1530)
Le dimensioni della parete sono:
b=166cm = 1,66 m (15.31)
h=89cm =0,89m (15.32)
L=12mm = 0,012m (15.33)
L'area ¢ quindi:
A=bh=166m-0,89m = 1,4774 m* (15.34)
Il tempo At vale 1s. Sostituendo tutte le grandezze nella legge abbiamo che:
17K -1,4774m? - 1
0=07" SIS o 1465) (15.35)

m K 0,012m

Esercizio 105 Una stanza chiusa si trova ad una temperatura di 24 °C. Tutte le pareti sono perfet-
tamente isolanti tranne una finestra di 4 m? costituita da uno strato di vetro (k = 1W/(mK)) di
spessore 7 mm, uno strato daria (k = 0,026 W/(m K)) di spessore 3 mm ed uno strato di plexiglas
(k = 0,19W/(mK)) di spessore 4 mm. La temperatura esterna é di 4°C.

Qual ¢é la potenza termica dissipata attraverso la finestra?

In questo caso abbiamo un oggetto costituito da diversi strati di diverso materiale. Per trovare
la risposta useremo la legge di Fourier specifica.

T, — T)AAt
Q = A (15.36)
Ll Ln
—t .t
kl kn
La differenza di temperatura tra le due pareti &:
(T, —Ty) =24°C—4°C = 20°C = (t, — ;) = 20K (15.37)
Sostituendo tutte le grandezze nella legge abbiamo che:
Q 17K-4m?-1s B
At 0,007m 0,003 m 000am 7AW (15.38)

TW/(mK) | 0,026W/(mK) | 0.19W/(mK)
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15.4 Conduzione del calore

irradiata dal cofano mantenendo quella temperatura per 3 ore.

Esercizio 106 Il cofano di auto é esposto al sole: ¢ di forma rettangolare, largo 160 cm e alto 95 cm.
Si trova alla temperatura di 70 °C. Sapendo che il coefficiente di emissione vale 0,9 trova l'energia

Possiamo applicare in questo caso la legge di Stefan-Boltzmann, che lega la potenza Pirradiata
da un corpo con la sua temperatura assoluta T, cioé espressa in Kelvin; S ¢ 1a superficie radiante, 1l

coefficiente di emissione e o la costante di Stefan-Boltzmann.

P = ¢oST?

In questo caso:

S=bh=160cm-95cm = 1,60m-0,95m = 1,52m2

T =70°C =343,15K

P=09-567x10"8W/m?K*-1,52m? - (343,15K)* = 1196 W

Infine I'energia irradiata in 3 ore vale:

E=Pt=1196W -3h =1196 W-3-3600s = 12,9><106]
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15.5 Dilatazione termica

15.5 Dilatazione termica

Esercizio 107 Una parete di vetro spessa 13 mm, alta 80 cm e larga 320 cm e esposta a variazioni
di temperatura di 45 °C tra inverno ed estate. Le dimensioni indicate si riferiscono a quelle che si
hanno alla temperatura pini bassa. Se la cornice della vetrina non puo allargarsi di pin di 2 mm,
riuscira la vetrina a non rompersi a causa della dilatazione termica?

La vetrina per dilatazione termica si allarga in tutte e tre le sue dimensioni, ma in questo caso
siamo interessati solo al suo allargamento e quindi ad una dilazione lineare.

La legge della dilazione lineare lega la lunghezza L di un oggetto che si trova alla temperatura ¢
con la sua lunghezza L ad una temperatura di riferimento .

L= Lo(]. + OC(t - to)) (1544)

dove a ¢ il coefficiente di dilazione lineare per il materiale considerato. Nel nostro caso t — £, ¢ la
variazione di temperatura tra inverno ed estate, L ¢ la larghezza della vetrina alla temperatura piu
bassa e L la larghezza alla temperatura piu alta. Il valore di rlo ricaviamo dalle tabelle. Quindi:

5 1

L=320cm(1+0,8x 10" < 45°C) = 3,20 m(1 + 3,60 x 10_4) =3,2012m (15.45)
Per cui l'allungamento ¢:
A(L)=L—-Ly=3,2012m — 3,2000m = 0,0012m = 1,2 mm (15.46)

La vetrina non si rompera.
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15.6 Gas perfetti e legge dei gas perfetti

15.6 Gas perfetti e legge dei gas perfetti

Esercizio 108 Un recipiente indeformabile contiene 10 mol di gas perfetto alla temperatura di
200 °C. Sapendo che pV = 23 Pam? calcola quanti litri di gas contiene il recipiente.

La legge dei gas perfetti é:
pV =nRT (15.47)

dove pélapressione, Vil volume, n il numero di moli, R = 8,314 ]/ mol K la costante dei gas perfetti
e Tla temperatura (assoluta) del gas. Nel nostro caso 'unica grandezza incognita ¢ il volume.
Per cui mettiamo in evidenza il volume nella nostra relazione.

10mol - 8,314]/ mol K
v =R I/ = 3,61 m3 (15.48)
p 23 Pa

Esercizio 109 Un recipiente contiene 2,01 di ossigeno alla pressione p; = 23 x 10° Pa. Un secondo
recipiente contiene 8,01 di azoto alla pressione p, = 13 x 10° Pa e alla stessa temperatura. I due gas
vengono miscelati assieme in un contenitore da 4,0 L.

Trova la pressione della miscela nel terzo contenitore.

Se mischiamo due gas in un unico recipiente la pressione totale del gas equivale alla somma
delle pressioni parziali che avrebbero i due gas se stessero nel recipiente separatamente. Affinché
questa condizione si verifichi i due gas non devono interagire.

Quindi calcoliamo separatamente la pressione parziale del singolo gas nel nuovo recipiente. La
trasformazione ¢ a temperatura costante. Possiamo applicare la legge di Boyle.

PV, = P;V; (15.49)

Da cui: PV
P; = 1t (15.50)

Vi

Per il primo gas:
23x10°Pa- 2,01
4,01

Py = =11,5x 10° Pa (15.51)
Per il secondo gas:

13 x10° Pa- 8,01
Py =
4,01

Non abbiamo trasformato i volumi in metri cubi perché il loro rapporto ¢ lo stesso quale che sia
'unita di misura.
Infine la pressione totale é:

=26 x 10° Pa (15.52)

Pior = Pjg + Pos = 11,5 x 10° Pa + 26 x 10° Pa = 38 x 10> Pa (15.53)
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15.6 Gas perfetti e legge dei gas perfetti

Esercizio 110 Una bombola di gas contiene 50 litri di O, alla pressione di 50 atm e alla temperatura
di 40 °C. Determina la massa del gas nel S.I.

La legge dei gas perfetti ¢ pV = nRT, dove, in particolare, n ¢ il numero di moli.
Il numero di moli ¢ dato dal rapporto tra la massa m del gas e la sua massa molare MM.

m

= —— (15.54)
MM

n
Quest’ultima € numericamente uguale alla massa molecolare, ma espressa in grammi invece che in
unita atomiche. A sua volta la massa molecolare ¢ la somma dei masse atomiche degli elementi
della molecola. Se abbiamo ossigeno (massa atomica 16 u) biatomico, la sua massa molecolare &
pari a 32 u circa cosi che MM = 32g.

Quindji, conoscendo numero di moli e massa molare, possiamo determinare la massa del gas.

Trasformiamo innanzitutto le grandezze date in unita del S.L.

V=50L = 0,05m3
p = 50atm = 5066250 Pa (15.55)
t=40°C = 313K

Ricaviamo il numero di moli dalla legge dei gas perfetti:

_ PV _ 5066250 Pa-0,05m’

n= = = 97,3 mol (15.56)
RT ~ 8,314]/ molK- 313K
m
n=——
MM (15.57)

m=nMM =97,3mol -32g =3114g = 3,114kg
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15.6 Gas perfetti e legge dei gas perfetti
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1 6 Termodinamica

16.1 Primo principio della termodinamica

Esercizio 111 Un sistema cede 345 J all ambiente circostante compiendo un lavoro di 200 J.
Quanto vale la variazione di energia interna ?

Applichiamo al sistema il primo principio della termodinamica:
AU=Q-L (16.1)

dove Q¢ il calore scambiato dal sistema con 'ambiente (lo consideriamo negativo se il sistema lo
cede all’'ambiente) e L & il lavoro che il sistema compie (positivo se & compiuto sull’'ambiente).
Secondo le convenzioni date possiamo scrivere:

AU = (=345]) — (200]) = —545] (16.2)

Esercizio 112 Un sistema termodinamico puo passare da uno stato iniziale a uno finale compiendo
due diverse trasformazioni termodinamiche. Nella prima assorbe 510 cal ed esegue un lavoro di
1396 J, mentre nella seconda il calore assorbito é pari a 1510 cal.

Determina nel S.1. il lavoro eseguito nella seconda trasformazione.

Il sistema termodinamico dato compie trasformazioni diverse tra due medesimi stati. Ogni
variabile di stato deve assumere lo stesso valore a parita di stato. L'energia interna del sistema,
che ¢ una variabile di stato, subira quindi la stessa variazione nelle due trasformazioni. Allora
applichiamo il primo principio della termodinamica al sistema:

AU=Q-L (16.3)

Eguagliamo la variazione di energia interna per le due trasformazioni e mettiamo in evidenza il
lavoro eseguito nella seconda trasformazione.

Ql - Ll = AU == Q2 - L2 (164)
Ly =0, —Q; +L; = 1510 cal — 510 cal + 1396 ] = 6312] — 2132] + 1396 ] = 5526]  (16.5)
(Una caloria equivale a circa 4,186 ).
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16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

Esercizio 113 Un sistema termodinamico esegue in 12 min una trasformazione ciclica durante la
quale scambia 30 cal e —17 cal rispettivamente con due sorgenti a diversa temperatura.
Calcola nel S.1. la potenza sviluppata nel ciclo.

Se la trasformazione ¢ ciclica si ritorna nello stesso stato iniziale e tutte le variabili di stato
riassumono lo stesso valore: la loro variazione, per ogni ciclo, ¢ nulla.
Per quanto riguarda 'energia interna possiamo scrivere:

AU =0] (16.6)

Applichiamo il primo principio della termodinamica al ciclo:

AU = Qiot — Liot (16.7)
Liot = Q1 + Qy = 30cal + (=17 cal) = 13 cal = 54,3] (16.8)
La potenza del ciclo ¢ infine:
[ 0,075 W (16.9)
t  12-60s

16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

Esercizio 114 In una trasformazione termodinamica a pressione costante 3 mol di gas perfetto
monoatomico aumentano il loro volume da 34 L a 78 L. La pressione vale 2 atm.

L. Quanto vale la temperatura iniziale e finale del gas?

2. Quanto vale il calore scambiato, il lavoro compiuto?

3. Quanto vale la variazione di energia interna?

Abbiamo un gas perfetto per cui possiamo applicare la legge dei gas perfetti per ricavare la
temperatura dalle grandezze gia a noi note. La legge dei gas perfetti é:

pV =nRT (16.10)

dove p & la pressione, Vil volume, n il numero di moli, R = 8,314 ]/ mol K la costante dei gas e T la
temperatura (assoluta). Nel nostro caso l'unica grandezza incognita ¢ la temperatura.

2atm = 2 - 101300 Pa = 202600 Pa (16.11)
34L = 34-0,001 m> = 0,034 m3 16.12)
78 L = 78 - 0,001 m> = 0,078 m> (16.13)

1. Ricaviamo la temperatura:

7 PVi _ 202600Pa-0,034 m’
" nR 3mol-8,314]/(mol K)

=276K (16.14)

PVi 202600 Pa- 0,078 m’
nR ~ 3mol-8,314]/(mol K)

Tf = = 634K (16.15)
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16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

2. Latrasformazione considerata mantiene costante la pressione ovvero ¢ isobara.

Per questa trasformazione con i gas perfetti vale la seguente relazione:
Q=nCy(T - T) (16.16)

dove G, ¢ il calore specifico molare per una trasformazione isobara .
Tuttavia abbiamo una relazione per determinare direttamente il solo calore specifico per una
trasformazione isocora Gy (a volume costante):

c, = R (16.17)

dove k = 1 per un gas monoatomico, k = 2 per un gas biatomico e cosi via.
Ma la relazione di Mayer stabilisce un legame con il nostro C;;:

C,=Cy+R (16.18)

Quindi nel nostro caso, poiché abbiamo un gas monoatomico, possiamo scrivere:

3 5
C,==R+R==R 16.19
p=5 5 (16.19)
Infine il calore scambiato é:
QO =3mol- (% 8,314 /(mol K)) (634K — 276 K) = 22323 ] (16.20)

Per quanto riguarda il lavoro vale la seguente relazione:
L= p(V; — V;) = 202600 Pa - (0,078 m3 — 0,034 m3) = 8914] (16.21)

. Per trovare la variazione di energia interna del sistema possiamo applicare il primo principio
della termodinamica o una apposita relazione valida per i gas perfetti: procediamo in entrambi
i modi verificando che il risultato ¢ lo stesso.

Applichiamo il primo principio della termodinamica, attribuendo al lavoro e al calore scambiati
il segno precedentemente ottenuto:

AU = (22323]) — (8914]) = 13409 (16.22)

Oppure usiamo I'opportuna relazione per una trasformazione isobara di un gas perfetto (I'uso
del calore specifico molare a volume costante non ¢ un errore):

AU = nCy(T; = T;) = 3 mol - (% 8,314 /(mol K)) (634K — 276 K) = 13394]  (16.23)

[ due valori ottenuti, se pur estremamente simili, non sono numericamente identici a causa
degli arrotondamenti introdotti fin dal calcolo delle due temperature.
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16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

Esercizio 115 Nella trasformazione termodinamica rappresenta in figura 32 moli di gas perfetto
triatomico subiscono tre trasformazioni successive per compiere il ciclo ABC. La trasformazione CA
e una isoterma .
1. Calcola la temperatura negli stati di equilibrio A, Be C.
2. Calcola il lavoro compiuto nelle tre trasformazioni e il lavoro totale compiuto nel ciclo.
3. Calcola il calore scambiato dal gas nelle tre trasformazioni e il calore totale scambiato con
l'ambiente nel ciclo.
4. Calcola la variazione di energia interna del gas nelle tre trasformazioni e complessivamente nel
ciclo, verificando che il primo principio della termodinamica sia verificato.
5. La trasformazione termodinamica rappresentata é quella di un motore o di una pompa di calore
¢ Spiega in due parole.

p(atm)
10

|
|
0 100 500 V(L)

1. Abbiamo un gas perfetto di cui conosciamo, nei tre stati illustrati, quasi tutte le variabili di
stato, tranne la temperatura che possiamo quindi ricavare con la legge dei gas perfetti.

pV = nRT (16.24)

Esprimiamo innanzi tutto le grandezze date nel sistema internazionale.

pa=pp=10atm = 10-101300 Pa = 1013000 Pa
pc = 2atm = 2- 101300 Pa = 202600 Pa

3 3 (16.25)
V4 =100L = 100 - 0,001 m® = 0,100 m
Vg = Ve =500L = 500 - 0,001 m® = 0,500 m>
% 1013000 Pa - 0,100 m?
T, = (T) = PAA _ 2 = - 381K (16.26)
nR 32 mol - 8,314]J / mol K
Vg 1013000 Pa - 0,500 m>
T, = PB/B _ 3TN _ 1904K (16.27)

nR  32mol-8,314]/ mol K

2. Le trasformazioni rappresentate nella figura sono tre: a A a Babbiamo una isobara; da BaC
una isocora e da C ad A una isoterma.

Lavoro
Il lavoro compiuto nella trasformazione AB ¢:

Lag = p(Vs=V;) = pa(Vg — V4) = 1013000 Pa - (0,500 m* — 0,100 m*) = 405200] (16.28)
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16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

Nelle trasformazioni a volume costante con un gas perfetto il lavoro compiuto ¢ nullo:
Lgc=0] (16.29)

Per la trasformazione C A possiamo scrivere:

Vi
LCA = nRTIn (7> =

i

v J 0,100 m 1630
nRT, ln(—A> = 32mol - 8,314 -382K - In (—m) = —163140]
Ve mo 0,500 m3
Il lavoro compiuto nel ciclo é:
Ly = Lap + Lpc + Loa = 405200] + 0] + (—163140]) = 242060 (16.31)
. Calore
Il calore scambiato nella trasformazione AB é:
Qap =nCy(Tf—T;) = nCp(Tg — Ta) (16.32)
dove, per un gas biatomico k = 2 e:
C,=Cy+R=" %, r=3R1Rr=IR (16.33)
2 2 2
Oup=32mol- ~.8314 ] (1904 K — 382K) = 1418168 ] (16.34)
2 mol K
Analogamente nella trasformazione BC:
Qpc = nC(Ty—T;) = nC(Tc — Tp) (16.35)
Qpc = 32mol - % - 8,314 Jl (381K — 1904 K) = —1012978] (16.36)
mo
Infine nella trasformazione CA:
Oca = Loy = —163140] (16.37)

Il calore totale scambiato dal sistema nel ciclo é:
Oror = Oup + Opc + Ocp = 1418168 + (—1012978]) + (—163140]) = 242050]  (16.38)

. Energia interna

La variazione dell’energia interna in un ciclo & zero perché I'energia interna € una variabile di
stato.

Se applichiamo il primo principio della termodinamica:

AU = Q — L = 242050 ] — 242060 = —10] (16.39)

Il valore trovato & prossimo allo zero (& circa un decimillesimo rispetto al calore scambiato o
al lavoro compiuto): lo scostamento dallo zero & dovuto alle approssimazioni introdotte nei
calcoli.

Possiamo considerare il primo principio verificato.
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16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

Calcoliamo la variazione di energia interna nelle singole trasformazioni.

AUpp = nCy(Ty—T)) =
] (16.40)
- (1904K — 381K) = 1012978 ]

nC(Tg — T4) = 32 mol - 2. 8,314
2 mol

La trasformazione ¢ isobara, ma nelle relazione si usa C,,.

AUge = nC(Tf—T)) =
j (16.41)
- (381K — 1904 K) = —1012978]
mol K

nC(Tp- — Tg) = 32 mol - % 8,314

Infine (dal momento che I'energia interna in un gas perfetto varia solo con la temperatura)

abbiamo:
AUpy = 0] (16.42)
La variazione totale é&:
AUy = AUy + AUpe + AUg 4 = 1012313 ] + (—1012313]) + (0]) = 0] (16.43)

5. Motore o pompa di calore 11 ciclo considerato complessivamente assorbe calore dall'ambiente
(il calore totale € positivo) e compie lavoro sull'ambiente (il lavoro totale ¢ positivo): quindi ¢ il
ciclo di un motore o macchina termica. Cio poteva anche essere evidenziato dal fatto che le
trasformazioni considerate compiono un percorso in senso orario nel piano pV.

Esercizio 116 Nella trasformazione termodinamica rappresenta in figura 12 moli di gas perfetto
monoatomico subiscono tre trasformazioni successive per compiere il ciclo ABC.
La trasformazione CA ¢ una isoterma. La temperatura nel punto A ¢ 1200 K e in B300 K.
L Calcola la pressione negli stati di equilibrio A, Be C.
2. Calcola il lavoro compiuto nelle tre trasformazioni e il lavoro totale compiuto nel ciclo.
3. Calcola il calore scambiato dal gas nelle tre trasformazioni e il calore totale scambiato con
I'ambiente nel ciclo.
4. Calcola la variazione di energia interna del gas nelle tre trasformazioni e complessivamente nel
ciclo, verificando che il primo principio della termodinamica sia verificato.
5. La trasformazione termodinamica rappresentata ¢ quella di un motore o di una pompa di calore?

Spiega in due parole.
p(Pa) A
- ——— B C
| |
] ]
0 100 400 V(L)
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1. Abbiamo un gas perfetto di cui conosciamo, nei tre stati illustrati, quasi tutte le variabili di
stato, tranne la pressione che possiamo quindi ricavare con la legge dei gas perfetti.

pV =nRT (16.44)
Esprimiamo innanzi tutto le grandezze date nel sistema internazionale.

V4 =Vg=100L =100-0,001 m3 = 0,100 m>

3 3 (16.45)
Ve =400L =400 - 0,001 m” = 0,400 m
nRT, 12mol-8,314]/ molK- 1200 K
DA = = = 1197216 Pa (16.46)
Va 0,100 m3
nRTg  12mol- 8,314]/ mol K - 300 K
pB = (pc) v, 0,100 3 )

Le trasformazioni rappresentate nella figura sono tre: a A a B abbiamo una isocora; da BaC
una isobara e da C ad A una isoterma.

. Lavoro
Nelle trasformazioni a volume costante con un gas perfetto il lavoro compiuto € nullo:

Lap=0] (16.48)
Il lavoro compiuto nella trasformazione BC é:
Lgc = p(Vs—V;) = pp(Ve — Vi) = 299304 Pa - (0,400 m> — 0,100 m* = 89791]  (16.49)

Per la trasformazione C A possiamo scrivere:

Vi
LCA = nRTll’l(v) =

v l J 0,100 m® (1630
nRTCIn(—A) = 12mol - 8,314 .1200K'1n(i) = —165969]
Ve mo 0,400 m3
I lavoro compiuto nel ciclo é:
Liow = Lag+ Lpc+ Lo = 0] +89791] + (—165969]) = —76178] (16.51)
. Calore
I1 calore scambiato nella trasformazione AB é:
Qap =nC(Tf—T;) = nC(Tp — Ta) (16.52)
dove, per un gas monoatomico k = 1:
c,=1+2%kp_3p (16.53)
2 2
3 5
C,=C,+R= §R+R: ER (16.54)
Oup=12mol- > 8314 l_. (300K — 1200 K) = —134687] (16.55)
2 mol K
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16.2 Trasformazioni termodinamiche e gas perfetti

Analogamente nella trasformazione BC:

Qpc = nCp(T¢—T;) = nCy(Tc — Tp) (16.56)
Qpc =12 mol - E - 8,314 J . (1200 K -300 K) = 224478] (16.57)
2 mol K
Infine nella trasformazione CA:
Oca = Leoa = —165969] (16.58)

I1 calore totale scambiato dal sistema nel ciclo é:
Orot = Oup + Opc + Qca = (—134687]) + 224478 + (—165969]) = —76178]  (16.59)

4. Energia interna
La variazione dell’energia interna in un ciclo ¢ zero perché I'energia interna € una variabile di
stato.
Se applichiamo il primo principio della termodinamica:

AU = Q — L =-76178] — (=76178]) = 0] (16.60)

Il primo principio ¢ verificato.
Calcoliamo la variazione di energia interna nelle singole trasformazioni.

AUpg =nCy(Tf—T)) =

] (16.61)
- (300K — 1200 K) = —134687]
mol K

nCy(Tg — T4) = 12 mol - % - 8,314

AUpc = nC(Ty—T;) =

3 ] (16.62)
nCy(Te — Tg) = 12mol - = - 8,314 - (1200 K — 300 K) = 134687 ]
2 mol K
Infine (dal momento che I'energia interna in un gas perfetto varia solo con la temperatura)
abbiamo:
AUcyq =0] (16.63)
La variazione totale &:
AUy = AUy + AU + AU 4 = (—134687]) + 134687 + (OJ) =0] (16.64)

5. Motore o pompa di calore
Il ciclo considerato complessivamente cede calore all'ambiente (il calore totale ¢ negativo) e
I'ambiente compie lavoro sul sistema (il lavoro totale ¢ negativo): quindi ¢ il ciclo di una pompa
di calore .
Cio poteva anche essere evidenziato dal fatto che le trasformazioni considerate compiono un
percorso in senso antiorario nel piano pV.
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1 7 Onde ed oscillazioni

17.1 Moto armonico

Esercizio 117 La legge del moto di un oscillatore armonico ¢ y(t) = (35 cm) sin (;t + 2%)
s

Trova:
L. l'ampiezza massima, la pulsazione, la frequenza, il periodo;
2. l'ampiezza all’istante t = 7's;
3. il primo istante positivo in cui abbiamo la massima oscillazione;
4. la velocita e l'accelerazione dell'oscillazione.

Il moto ¢ descritto dalla funzione seno. Sarebbe stato altrettanto possibile usare la funzione
coseno: il moto sarebbe stato ancora armonico, ma con uno sfasamento iniziale di % rispetto a
quello dato.

1. Lampiezza massima ¢ data dal termine che moltiplica la funzione trigonometrica:

A =35cm 17.1)
La pulsazione o frequenza angolare w ¢ il coefficiente del tempo ¢.
4
w=— 17.2
" (17.2)
La frequenza fsi puo ricavare dalla pulsazione .
21 4 4 2
T / 3s / 2m-3s  3m (173
Il periodo T & il reciproco della frequenza f.
r=1-_1 _37 (17.4)
f 2y, 2

3n
2. L'ampiezza ad un istante dato si ricava sostituendo il tempo nella legge del moto (facciamo
attenzione ad impostare la calcolatrice per i calcoli in radianti):

y(7's) = (35cm) sin (%(7 s) + 2%) = (0,35m) sin (% + %t) ~—0,32m (17.5)
s
3. Per rispondere alla domanda dobbiamo trovare le soluzioni rispetto al tempo della legge del
moto quando 'ampiezza y & quella massima:

Ymax = (35cm) }
— . 4 27 = Ymax = Y(t) (17.6)
y() = (35cm)sin <§t + ?>
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(35cm) = (35 cm) sin (it + 2_7[)
3s 3 (17.7)
. < 4 27t>
1=sin|—t+—
3s 3
Il seno vale uno quando il suo argomento vale % a meno di multipli interi dell’angolo giro.
Ay T ke
3s 3
4 2
Zr=— T ok (17.8)
3s 3 2

() - (54 2)

La soluzione con k = 0 ¢ negativa e non va bene; quella con k = 1 ¢ la prima positiva e vale:

= <—E + 3—7[) s = 11—7[5 (17.9)
8 2 8

4. Se il moto armonico & descritto da una funzione del tipo y = A sin(wt + ¢) allora la velocita e
l'accelerazione associate al moto sono date da:

v = Awcos(wt + @)

9 (17.10)
a=—Aw* sin(wt + ¢P)
Nel nostro caso le due relazioni diventano:
v=(35cm) <1H2> cos(wt + ¢) = (0,074 m/s) cos(wt + ¢)
37 (17.11)

a=—(35cm) <%Hz)2 sin(wt + ¢) = —(0,016 m/s?) sin(wt + ¢)

Esercizio 118 Trova la legge del moto di un oscillatore armonico il cui andamento nel tempo é
descritto dal seguente grafico.

81 /S ]

6

o JARRRN f

2’5m \ )
@ ot \ ]
P _2— / 15s ,\ 1

ol \

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
t(s)

Come legge del moto armonico usiamo la relazione y = A sin(wt + ¢).
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L'ampiezza A dell'oscillazione ¢ il massimo valore dell’'oscillazione rispetto alla posizione di
equilibrio:
A=8m (17.12)
La pulsazione w ¢ legata al periodo del moto. Il periodo ¢ il tempo minimo affinché la perturbazione
si ripeta uguale a se stessa.

T=15s (17.13)
=m_2m _2n (17.14)
T 15s 15

Lo sfasamento iniziale ¢ lo troviamo osservando nel disegno l'ampiezza dell'oscillazione al tempo
t=0s.

y(05) =5m } 5m = (8m) sin(¢) (17.15)

y(0s) = (8 m)sin(w(0s) + ¢)
5m 5
sin(g) = 212 = 2
sm % (17.16)
¢ = arcsin (g) =~ (0,68

Infine: 5
y = (8m)sin (%t + 0,68) (17.17)
S

Esercizio 119 Un grave di massa m = 35 g ¢ appeso ad un molla di costante elastica k = 55 N /m.
Trova la frequenza di oscillazione del grave se viene spostato dalla sua posizione di equilibrio e
lasciato oscillare liberamente.

Una molla che segue la legge di Hooke puo comportarsi come un oscillatore armonico.
Se scriviamo la legge e mettiamo in evidenza l'accelerazione a cui ¢ sottoposto il grave:

F=—kx
ma = —kx (17.18)
k
a=——X
m

troviamo una relazione analoga a quella caratteristica degli oscillatori armonici:
a=—wx (17.19)

Eguagliamo le due relazioni e mettiamo in evidenza la frequenza associata alla pulsazione.

(17.20)

2nf=|—
m

55N/m
po Ll fE_d [mNm
2n\m 27w\ 0,035kg
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17.2 Pendolo semplice

Esercizio 120 Un corpo pressoché puntiforme, di massa m = 120 g, ¢ appeso ad un filo inestensibile
di massa trascurabile e lungo | = 1,34 m. Il corpo ¢ posto in oscillazione facendolo partire con il filo
teso e tale da formare un angolo di 8° rispetto alla verticale.

L Trova il periodo di oscillazione del corpo.

2. Trova la legge del moto considerando t = 0 s come momento iniziale del moto.

3. Trova la velocita massima raggiunta dal corpo nel suo movimento.

4. Trova la tensione del filo nel punto piu alto della traiettoria.

5. Trova la tensione del filo nel punto piui basso della traiettoria.

Il corpo descritto nel testo puo essere idealizzato come un pendolo semplice. L'ampiezza
massima delle oscillazioni ¢ tale per cui il modello descrive quanto avviene con un errore massimo
compatibile con 'errore massimo associabile alle misure date, ovvero circa l'un per cento.

1. Il periodo di oscillazione di un pendolo semplice é:

T =2x \/z (17.21)
4

dove g ¢ l'accelerazione di gravita. Per cui possiamo scrivere:

134
T=om |—22 _ 5395 (17.22)
9,81 m/s?

2. Lalegge oraria del pendolo semplice ha la forma del moto armonico:
d(t) = ¢ sin(wt + 5) (17.23)

dove abbiamo l'angolo ¢ sotteso dal pendolo in funzione del tempo ¢ ¢, ¢ 'angolo massimo
descritto dal moto, wla frequenza angolare, § il valore dell'argomento del seno all'istantet = 0's.
In questo caso:

po = 8° (17.24)
9,81 m/s?
w=2Z-2 _ \/E _ 2B (17.25)
T \/7 [ 1,34m
2m [—
§
Per determinare § consideriamo che nell’istante iniziale 'ampiezza ¢ quella massima.
gb() = gb() sin(a)to + 6)
1= sin(8) (17.26)
6=~ (+2km)
La legge del moto ¢ quindi:
¢(t) = 8°sin (2,71 s+ g) (17.27)

3. Per trovare la velocita massima dovremmo avere gia la legge del moto in forma lineare e non
angolare, come nel nostro caso. Se, in un eccesso di entusiasmo, facessimo la derivata della
legge prima ottenuta otterremo solo la velocita angolare e non quella lineare, come invece
richiesto dal testo. Procediamo allora con considerazioni energetiche.
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Po

Icos ¢y

I(1—cosgy)

Per poter determinare la velocita nel punto piu basso della traiettoria, e quindi quella massima,
applichiamo la conservazione dell’energia al moto del pendolo. Dalla figura possiamo osservare
che nel punto di massima altezza il corpo si trova ad una altezza uguale a [(1 — cos ¢) rispetto
al punto piu in basso e I'energia ¢ solo potenziale gravitazionale. Nel punto di minima altezza
'energia ¢ solo cinetica. Per cui possiamo scrivere:

U, = E,
1
mgl(1 — cos ¢y) = —mv?
¢ =3 (17.28)
2gl(1 — cos ¢y) = v*
v=1/2gl(1 — cos ¢y)
Viax = \/2 -9,81m/s?-1,34m- (1 —cos8) =0,51m/s (17.29)

4. Riprendiamo la figura precedente segnando le forze in gioco quando il corpo si trova nel punto
piu alto della traiettoria.

In quel punto il corpo si ferma, la velocita € nulla, 'equilibrio (sempre presente) delle forze
ortogonali alla traiettoria ci porta ad affermare che la tensione del filo e il componente della
forza peso perpendicolare sono uguali e contrari.

T+P =0 (17.30)

T = mgcos ¢, = 0,120 Kg - 9,81 m/s? - cos 8 = 1,17 N (17.31)

5. Quando invece il corpo si trova ad un’altezza inferiore abbiamo anche la forza centripeta che
lo mantiene su una traiettoria circolare.
o

T+P =F (17.32)
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17.2 Pendolo semplice

La tensione e la forza centripeta vanno verso il punto di sospensione; il componente della forza
peso verso il basso, nella stessa direzione.

2

T =mgcos¢+ mVT (17.33)

Nell'espressione della forza centripeta a denominatore compare il raggio della traiettoria: in
questo caso ¢ la lunghezza [ del filo.
Disegniamo le tre forze quando il corpo ¢ nel punto piu basso.

T
FC

Py

In tale configurazione il valore della tensione raggiunge il suo massimo. Infatti 'angolo diventa
nullo e la forza centripeta, che dipende dal quadrato della velocita, a sua volta raggiunge il
massimo.

Per cui la tensione nel punto piut basso diventa:

2 2
v, 0,51 m/s
T =mg + m@ =0,120Kg- 9,81 m/s? + 0,120 Kg - % =1,20N (1734
m

5
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Esercizio 121 Onde meccaniche si propagano in un mezzo con frequenza 16 Hz e lunghezza d'onda
A = 2400 cm . Calcola la velocita di propagazione.

Larelazione fondamentale che riguarda tutte le onde ¢ quella che lega la frequenza fe lunghezza
d’onda A alla velocita di propagazione dell'onda v per quella frequenza: A f = v.
Esprimiamo tutte le grandezze nel S.1I. e sostituendo nella formula otteniamo che:

Af =2400cm-16Hz =24m- 16 Hz = 24m-16s 1 = 384m/s (17.35)

Esercizio 122 Abbiamo un’onda armonica descritta dalla funzione y = (5 m) sin (ix - §t)
m s
Di quest'onda trova:

1. l'ampiezza massima, il numero d'onda, la lunghezza d’onda,

la pulsazione, la frequenza, il periodo;
2. la velocita di propagazione, l'ampiezza all’istante t = 4 s nell'origine;
3. un instante in cui abbiamo la massima oscillazione per x = 7t my;

La legge data rappresenta un'onda unidimensionale armonica.

La stessa legge verrebbe presentata in molti testi nella forma y = 5 sin(3x — 8t), senza unita di
misura. Questa forma, sebbene piu leggibile, non ¢ corretta. La perturbazione y deve riferirsi ad
una qualche grandezza e 'argomento delle funzioni trascendenti, come in questo caso il seno, deve
avere un argomento sempre adimensionale: per questo lo spazio x deve essere diviso per un metro
e il tempo ¢ per un secondo.

L'onda ¢ descritta dalla funzione seno. Avremmo avuto un’onda armonica anche con la funzione
coseno: la forma dell’onda sarebbe stata la stessa, ma con uno sfasamento iniziale di %

. Lampiezza massima ¢ data dal termine che moltiplica la funzione trigonometrica: 5 m.

Il numero d'onda k & il coefficiente della posizione x.

k=2 (17.36)
m

La lunghezza d’'onda A si puo ricavare dal numero d’onda k.

2 3 271
k=—=—; A=—m 17.37
A m 3 (17.57)
La pulsazione o frequenza angolare w ¢ il coefficiente del tempo t.
w=2 (17.38)
s
La frequenza fsi puo ricavare dalla pulsazione .
w="T_onp=8, =38 _1y, (17.39)
T s 2ms 0w
Il periodo T ¢ il reciproco della frequenza f.
r=2=_L1 _% (17.40)

T
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17.3 Equazione d’onda

2. Lavelocita vé legata alla frequenza e alla lunghezza d’onda:

vz)tfzz—nm-inzz—némzin/s (17.41)
3 T 3nts 3
L'ampiezza ad un istante e posizione dati la troviamo sostituendoli nell'equazione d’'onda

(facciamo attenzione ad impostare la calcolatrice per i calcoli in radianti):

y = (5m) sin (30 m — §4 s) = (5m)sin(—32) = —2,76 m (17.42)
m s
3. Per rispondere alla domanda dobbiamo trovare le soluzioni rispetto al tempo della seguente
equazione:
Ymax = 2Mm

_ (a8
y(tm,t) = (5m)sin (%nm - %t) ; = 5Sm=(5m)sin (37[ st> (17.43)

La massima oscillazione ysi ha quindi quando il seno vale uno.

1 = sin (37[ — §t> (17.44)
s

Il seno vale uno quando I'argomento vale g

3J't—§l‘:E
S 2

8= 3 g (17.45)

S
<s><5n> 51
t=(=)=)==s
8 2 16

Se avessimo voluto conoscere tutti gli infiniti istanti possibili avremmo dovuto imporre che

I'argomento del seno fosse uguale a g + k.

Esercizio 123 Abbiamo un'onda armonica descritta dalla funzione y = (13 m) cos (lx - Et)
m S

Di quest’'onda trova la velocita e l'accelerazione dell'oscillazione in ogni punto al variare del
tempo.

Oltre alla velocita di propagazione dell'onda abbiamo anche la velocita con cui varia l'oscillazio-
ne in ogni punto. Se conosciamo le derivate possiamo ricavarla immediatamente senza ricordarla
a memoria. Facciamo quindi la derivata della funzione rispetto al tempo: una volta per ricavare
la velocita e due volte per I'accelerazione. La derivata ¢ parziale perché la funzione dipende sia
dal tempo che dallo spazio. Un segno negativo ¢ della derivata del coseno e l'altro ¢ della derivata
dell'argomento.

v(t) = % = —(13m) <_§) sin <£x - gt) = (65m/s) sin (%x - §t> (17.46)
a(t) = % = (65m/s) <_§) cos (ix - §t> = (-325m/s?) cos (%x - %t) (17.47)
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Esercizio 124 Scrivi l'equazione di un'onda armonica progressiva con periodo 3s e ampiezza
1,5 cm che viaggia alla velocita di 34 cm/s. Lampiezza all'istante t = 2 s nel punto iniziale ¢ quella
massima.

Un’onda armonica progressiva ¢ un’onda con profilo sinusoidale i cui fronti d’'onda si propagano
nel verso positivo dell’asse x all'aumentare del tempo.
Possiamo rappresentare questo tipo di onde in due forme:

y(x,t) = Asin(kx + wt + ¢)

y(x,t) = Acos(kx + ot + ¢) (17.48)

A ¢ l'ampiezza massima; k il numero d'onda; w la pulsazione; ¢ la fase all'instante t = 0s,
diversa tra I'una e l'altra funzione. Il pit 0 meno ¢ legato al fatto che 'onda sia progressiva (meno)
o regressiva (pit1). Misuriamo gli angoli in radianti.

La funzione seno ¢ dispari (se cambiamo il segno dell'argomento cambia il segno del seno); la
funzione coseno ¢ pari (se cambiamo il segno dell'argomento non cambia il segno del coseno). Una
sinusoide ¢ sostanzialmente identica ad una cosinusoide: differiscono per uno sfasamento di un
angolo retto.

Cominciamo col ricavare la lunghezza d’'onda:

A

v= =
T (17.49)

A=vT =0,034m/s-3s =0,102m
Da cui: ) )
k== _ _616m! (17.50)
A 0,102m
w=2E 2L _ 2 (17.51)
T 3s 3
L'equazione d'onda é ora:

y(x,t) = (1,5 x 1072 m) sin (61,6 m lx — 2?T[s_lt + ¢> (17.52)

Per trovare ¢ teniamo conto che il valore della funzione all'istante t = 2 s nel punto iniziale & quello
massimo.

y(0m,2s) = Asin <_2?ns_1~23+¢) % — A= Asin (_4_7[ +¢) (17.53)
y(0m,2s) = A 3
A= Asin(—% + ng)
| = sin (—4?“ 4 ¢) (17.54)
arcsinlzg:—%+¢+2hn (heZ)
Scegliamo come valore per h lo zero, trovando la pit semplice delle infinite soluzioni dell'equazione.

T 4m 11wt
=4 === 17.55
¢ 2 3 6 ( )
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Concludendo:

y(x,t) = (1,5 x 1072 m) sin (61,6 m lx— Z?T[s_lt + —) (17.56)

Osserviamo che nell'equazione d'onda potevamo scrivere I'argomento della funzione anche come
wt + kx: avremo ottenuto ancora un’onda progressiva o regressiva con la stessa regola del segno
data prima, ma con una inversione di fase rispetto alla precedente a causa della disparita della
funzione seno. Invece usando la funzione coseno avremo ottenuto lo stesso profilo a causa della
parita del coseno.

162



17.4 Onde stazionarie in una corda

17.4 Onde stazionarie in una corda

Esercizio 125 Una corda fissata ad entrambe le estremita ¢ lunga 7,5m ed ha una massa di
0,185 kg. Essa e sottoposta ad una tensione di 150 N e viene fatta oscillare.

1 Qual ¢ la velocita delle onde nella corda ?

2. Qual ¢ la massima lunghezza d’'onda per un un’onda stazionaria?

3. Determinare la frequenza di quest’onda.

La velocita di propagazione di un’onda in una corda puo essere espressa come v = _|— dove F
U

¢ la tensione a cui ¢ sottoposta la corda e y = — ¢ la massa lineare della corda, definita come il

rapporto tra la massa della corda e la sua lunghezza. Quindi:

V= F_ |150N-75m _ 78 m/s (17.57)
U 0,185 kg

La lunghezza di un’onda stazionaria & tale per cui la corda € lunga un numero intero di mezze

lunghezze d'onda: [ = nil ovvero A = El

n
La massima lunghezza d’onda si ha quindi pern = 1.

7,40m

A=2 15m (17.58)

In generale per un’onda abbiamo che velocita, lunghezza d'onda e frequenza sono legate dalla
relazione v = Af. Quindi:

= 22 — 0,18 Hz (17.59)

f= 78 0
S

& 15m
v

163

ek
~

Onde ed oscillazioni



17.5 Effetto Doppler

17.5 Effetto Doppler

Esercizio 126 Un treno in avvicinamento a velocita costante ad un passaggio a livello emette un
fischio a 500 Hz, che viene udito dal casellante a 600 Hz.

L Qual é la velocita del treno?

2. Quale sara la frequenza del fischio quando il treno si allontanera dal passaggio a livello?

Il fenomeno che caratterizza gli eventi descritti ¢ I'effetto Doppler, in particolare il caso di
una sorgente sonora in movimento e un ascoltatore fermo. Se f¢ la frequenza del suono emesso
dall’'oggetto in movimento, f’ la frequenza udita dall’ascoltatore, u la velocita dell'oggetto in
movimento e vla velocita di propagazione del suono nell’aria, allora vale la seguente relazione:

= ( v ) f (17.60)

v+u

dove il segno da usare ¢ il meno se l'oggetto si avvicina all’ascoltatore, il piu altrimenti.
Mettiamo quindi in evidenza, in questa relazione, la velocita u.

7= ( v ) ¥ (17.61)

vou_ S v ouw_ S S

ST vyt e T Eey (17.62)
_ f\_ _ 600Hz\ _
u—v(l—F>—343m/s<l 6OOHZ>—57,2m/s (17.63)

La frequenza del suono udito deve essere maggiore di quella emessa perché il treno si sta
avvicinando.

Invece quando il treno si allontana possiamo scrivere che la frequenza udita é:

343
£ = ( v ) f= ( m/s )500 Hz = 429 Hz (17.64)
v+u 57,2m/s + 343 m/s
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Esercizio 127 Due altoparlanti, posti uno difronte all’altro alla distanza di 2,7 m, emettono un’'onda
sinusoidale con la stessa ampiezza con una frequenza di 780 Hz.
L Trova a quale distanza minima dal primo altoparlante potresti non udire nulla se gli altoparlanti
emettono perfettamente in fase.
2. Trova a quale distanza minima dal primo altoparlante potresti udire un massimo di intensita
del suono se gli altoparlanti emettono perfettamente in fase.

Premessa. Svilupperemo questo problema con una supposizione piuttosto forzata: che I'am-
piezza delle onde provenienti dai due altoparlanti e quindi la loro intensita non vari con la distanza.
Tutto cio € irrealistico a meno che le onde non si propaghino solo in una direzione. L'attenuazione
delle onde non costituirebbe un problema se ci ponessimo alla stessa distanza dalle due sorgenti,
ma non ¢ questo il caso di questo esercizio.

Ricaviamo per prima cosa la lunghezza d’onda del segnale emesso dagli altoparlanti, dal mo-
mento che ci servira nei calcoli successivi. Dalla relazione che lega velocita, frequenza e lunghezza
d’onda (v = Af) ricaviamo quest’ultima:

_v_30m/s g sem (17.65)
f 780Hz
1. In un punto P dello spazio, considerando che le sorgenti emettono in fase, avremo interferenza
distruttiva (e quindi un minimo di intensita) se la differenza tra le distanze tra il punto e le due
sorgenti A e B vale:

PB—PA=(2n+ 1)% (17.66)

dove n é un numero intero e A ¢ la lunghezza d’'onda. In questa scrittura supponiamo la
differenza positiva e quindi PB > PA.

Rappresentiamo quanto descritto nel testo con una linea in cui x ¢ la distanza dal punto A e
I — xla distanza dal punto B.

A T P [-x B
< ] >
La precedente relazione diventa:
(l-x)—x=0Cn+ 1)% (17.67)

Mettiamo in evidenza la x:

l—2x:(2n+1)§

A
—2x=-1+(2n+ 1)5 (17.68)

1= (n+1)2

2
X= ——=
2
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Al crescere di n il valore di x diminuisce sempre pit. A noi interessa il valore piu piccolo che ¢
quello per cui il numeratore si approssima a zero. In questo caso semplice possiamo procedere
per tentativi, usando valori sempre piu grandi di n finché la x non cambia di segno.
Si trova che il minimo si ha per n = 5; allora x = 0,15 m.

2. In un punto P dello spazio, considerando che le sorgenti emettono in controfase, avremo
interferenza costruttiva (e quindi un massimo di intensita) se la differenza tra le distanze tra il
punto e le due sorgenti A e B vale:

PB—PA = n% (17.69)

dove n é un numero intero e A ¢ la lunghezza d’'onda. In questa scrittura supponiamo la
differenza positiva e quindi PB > PA.
La rappresentazione ¢ la stessa del punto precedente; quello che cambia ne ¢ 'applicazione. La

precedente (17.66) diventa:

(l-x)—x= n% (17.70)
Mettiamo in evidenza la x:
| —2x=n=
A

—2x=-1+ ng (17.71)

- nil

2

X =
2

Al crescere di n il valore di x diminuisce sempre piu.. A noi interessa il valore piu piccolo che ¢
quello per cui il numeratore si approssima a zero. In questo caso semplice possiamo procedere
per tentativi, usando valori sempre piu grandi di n finché la x non cambia di segno.

Si trova che il minimo si ha per n = 12; allora x = 0,042 m.
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Esercizio 128 Vogliamo misurare la profondita di un pozzo lasciando cadere un sasso sul suo
fondo, ascoltando dopo quanto tempo sentiamo il tonfo del sasso. Sentiamo il tonfo dopo 2,1's.
Trascurando l'attrito dell'aria determina qual é la profondita del pozzo, dapprima trascurando
la velocita di propagazione del suono e poi considerando anche questa.
Se trascuriamo la propagazione del suono commettiamo un errore significativo?

Primo modello

Il moto di un sasso che cade in un pozzo puo essere visto come un moto uniformemente
accelerato, con velocita e posizione iniziale nulle. Consideriamo un sistema di riferimento orientato
verso il basso, con l'origine nella posizione iniziale. Allora possiamo scrivere che la distanza x
percorsa ¢:

x = Lgt? (17.72)
2

Dove g ¢ l'accelerazione di gravita e t il tempo impiegato. Sostituendo i dati otteniamo:

x= % -981ms2-(2,15)? = 21,6m (17.73)

Secondo modello
Se consideriamo anche il tempo di propagazione del suono £, da quando il sasso colpisce il
fondo del pozzo a quando il suono arriva alle nostre orecchie, allora abbiamo che:

tiot = Ic T 15 (17.74)

dove abbiamo indicato con t;, il tempo misurato e con . il tempo impiegato dal sasso a cadere.

Dobbiamo trovare una nuova relazione che leghi il tempo misurato con lo spazio percorso.
Una prima relazione ¢ la legge del moto uniformemente accelerato che abbiamo gia scritto. Ora
pero il tempo ¢ solo .. Mettiamo in evidenza £, e scriviamo che:

x=1 gt?; t, = b2 (17.75)
2 g

Il suono si propaga di moto rettilineo uniforme con velocita v = 343 m/s in condizioni standard.

v=X. (=X (17.76)
tg v
Infine abbiamo:
hoe= b4t = |24 % (17.77)
g v

Questa ¢ un’equazione irrazionale in x. Isoliamo la radice:

‘ /z—x = fyor — > (17.78)
g v

Facciamo il quadrato di entrambi i membri:

2
- 2x+ = (17.79)
%
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17.7 Acustica

Portiamo tutto a primo membro e otteniamo un’equazione di secondo grado in x:

= -2 (t—"t + —) X +1t2, = (17.80)
v % 8
Dove:
t
L o 850x1076?m™2; 2 (ﬂ + 1) =0,216s’m; t2, = 4,41 s (17.81)
v2 v g

Se risolviamo l'equazione otteniamo due radici: x; = 20,4m e x, = 25405 m. Solo la prima ha
significato fisico per il nostro problema.

A questo punto possiamo osservare che, poiché il tempo misurato ha solamente due cifre
significative, allora anche le distanze trovate avrebbero dovuto essere indicate con due cifre
significative.

I risultati ottenuti dai due modelli dovrebbero essere cosi indicati:

X, =22+ 1m; X =20+1m (17.82)

[ due risultati, nel limite dell'incertezza, si sovrappongono (21 m ¢ una misura compatibile con
entrambe le misure). [l modello non ha fornito miglioramenti significativi nei risultati finali.

Osserviamo infine che una persona con un cronometro in mano, che volesse misurare il tempo
intercorso tra le caduta del sasso e il suono del tonfo, avrebbe non poca difficolta ad ottenere un
tempo preciso al decimo di secondo, come indicato nei dati iniziali del problema.
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18.1 Specchio piano

Esercizio 129 Un oggetto alto 35 cm é posto davanti ad uno specchio piano verticale alla distanza

di 20 cm.
L. A che distanza apparira l'immagine dell oggetto?
2. Qual e l'altezza dell'immagine?
3. Qual ¢ l'ingrandimento lineare risultante?

J

L'immagine di uno specchio piano ¢ sempre virtuale e la sua distanza g dalla specchio ¢ uguale
alla distanza p dell'oggetto reale dalla specchio stesso. Queste distanze non sono legate alla distanza

di osservazione dallo specchio, come mostrato nella figura seguente.
@A

q=p=20cm=0,20m (18.1)
Anche l'altezza dell'immagine h; & uguale a quella quell'oggetto hy.
hi = hy = 35cm = 0,35m (18.2)
Di conseguenza I'immagine non appare ingrandita e I'ingrandimento lineare ¢ unitario.
h.
i_0¥Hm_ (18.3)

" hy 035m
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18.1 Specchio piano

@ . . . . . .
Esercizio 130 Una signora deve comprare uno specchio tale da potersi osservare per intero, dalla
testa ai piedi. La signora ¢é alta 165 cm e gli occhi stanno 7 cm piit in basso della cima del capo.

1. A che altezza massima By deve essere posto lo specchio?
2. Fino a che altezza hg deve arrivare lo specchio?

E

A
L /

Lo specchio ¢ uno specchio piano. Rappresentiamo graficamente la situazione illustrata. Vedia-
mo che i raggi provenienti dagli occhi si riflettono sullo specchio BD formando i triangoli CBAe
CDE. Perle proprieta di uno specchi piano i raggi incidenti e quelli riflessi formano, con la normale
al piano nel punto di incidenza, lo stesso angolo. Di conseguenza i due triangoli sono isosceli.

Laltezza della signora é:
h = AE = 165cm (18.4)

La distanza degli occhi dalla cima del capo é:

CE = 8cm (18.5)

Da cui:
CA=AE - CE =165cm — 8cm = 157 cm (18.6)

Il punto B (base dello specchio) si trova a meta del segmento CA:

_CA _157cm

=785cm (18.7)
2 2

B;

Analogamente il punto D (altezza dello specchio) si trova a meta del segmento CE quindi:

— CE 8cm

hy = CA + - =157 cm + =161cm (18.8)

In tutta questa trattazione bisogna notare che la distanza tra la persona e lo specchio non
interviene mai. Se lo specchio ¢ troppo piccolo non miglioreremo alcunché allontanandoci o
avvicinandoci allo stesso.
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18.2 Specchio sferico

7 B
Esercizio 131 Una candela alta 10 cm ¢ posta a 40 cm di distanza da uno specchio sferico concavo

il cui raggio di curvatura ¢ 60 cm.

L. Trova la distanza focale dello specchio, la posizione e l'altezza dell'immagine e il suo ingrandi-
mento lineare.

2. Rappresenta con un disegno quanto trovato.

J
Per uno specchio sferico la distanza focale ¢ la meta del raggio di curvatura.
f= g = 60;m =30cm (18.9)

Per trovare la posizione p” dell'immagine possiamo usare la legge dei punti coniugati, dove p &
la distanza dell'oggetto dal vertice dello specchio:

L R (18.10)
pp f
Ora possiamo mettere in evidenza p”:
1-1.1 (18.11)
pfop
»’ fp _ 30cm-40em _ o0 00 (18.12)

B p—f 40cm—30cm

Lingrandimento lineare G & dato dal rapporto tra laltezza h’ dell'immagine e l'altezza h
dell’'oggetto, o, per uno specchio sferico concavo, dal rapporto tra p” e p.

g=h _P _120em _, (18.13)

h P 30 cm

Da questa relazione possiamo ricavare h’:

h’=Gh=3-10cm =30cm (18.14)

N

e
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18.3 Lente sottile

18.3 Lente sottile

Esercizio 132 Se si guarda attraverso una lente di ingrandimento di 15 diottrie un oggetto distante
4 cm dalla lente, a quale distanza dalla lente appare l'immagine?

Per una lente sottile le diottrie sono l'inverso della distanza focale:
1

p=1 (18.15)
f
Per cui la distanza focale della lente ¢ (in metri):
1 1
_1_ — 66cm 18.16
f D 15m™! (18.16)

Per una lente sottile vale la legge dei punti coniugati ; conosciamo la distanza p dell'oggetto dal
centro della lente, la distanza focale fe quindi possiamo ricavare la distanza p” dell'immagine.

1 1 1
p p f
»’ fp _6emdem _ ., (18.18)

N p—f 4cm—6cm
L'immagine é virtuale (lo capiamo dal segno negativo).

Esercizio 133 Guardando attraverso una lente convergente sottile un oggetto posto a distanza
60 cm dalla lente se ne osserva un’immagine ingrandita del 134% .
A quanti metri dalla lente si é formata l'immagine?

L'ingrandimento per una lente sottile & definito come:
c-9_|_ L q_—f“
p =1 1 f

dove p e la distanza dell'oggetto dalla lente, g la distanza dell'immagine e fla distanza focale della
lente. Ricaviamo g conoscendo G e p:

q=Gp=134%-60cm = 1,34 - 0,60 m = 0,80 m (18.20)

(18.19)

Esercizio 134 Un oggetto viene osservato attraverso una lente di ingrandimento da 5 diottrie posta
a 15 cm dall’oggetto stesso. Qual ¢ l'ingrandimento dell'immagine?

Come nell’esercizio precedente l'ingrandimento della lente é:

g=9_| L |_|i=f (18.21)
p lp=fl 1 f
Conosciamo la distanza p dell’oggetto dalla lente. Dobbiamo conoscere o la distanza g o la distanza
focale f.
La diottria di una lente ¢ il reciproco della distanza focale. Ricaviamo quindi la distanza focale:
1 1
- =0,20 18.22
f d 5m! o 18.22)
G= ‘ / ‘ o | 220y 4007 (18.23)
p—fl 10,15m —0,20m
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18.4 Rifrazione di un mezzo

Esercizio 135 Un raggio di luce viene parzialmente riflesso dalla superficie di separazione aria/ve-
tro sotto un angolo di 49° parzialmente rifratto sotto un angolo di 31°.
Determina l'indice di rifrazione del vetro.

Abbiamo due mezzi, rispettivamente di indice di rifrazione n; e ny, attraversati da un raggio
di luce. Il raggio preveniente dal primo mezzo incide sulla superficie di separazione col secondo
mezzo e poi attraversa quest'ultimo. La legge di Snell stabilisce un legame tra I'angolo di incidenza
a del raggio che attraversa il primo mezzo e 'angolo di rifrazione f che attraversa il secondo:

ny sin(@) = ny sin(f) (18.24)

L'indice di rifrazione dell’aria vale circa uno. Quindi possiamo determinare I'indice di rifrazione
del vetro:
sin(ar) ) sin(49°) 0,754

= = = 1,46 18.25
sin(f) sin(31°) 0,515 ( )

ny = nq

Esercizio 136 Un prisma di vetro, a facce piane, che formano un angolo di 60°, e investito da un
raggio di luce monocromatico. Il raggio forma un angolo di 30° rispetto alla normale alla faccia
incidente, come evidenziato in figura.

Trova se il raggio riesce ad attraversare il prisma e che angolo forma con la normale all’altra
faccia.

Il raggio incidente la prima faccia del prisma passa da un mezzo con indice di rifrazionen, = 1
('aria) ad un mezzo con indice di rifrazione maggiore n, = 1,45 (il vetro). Per conoscere I'angolo
del raggio rifratto applichiamo la legge di Snell. Ci dovremmo aspettare che il raggio rifratto formi
rispetto alla normale un angolo inferiore a quello del raggio incidente.

n, sin(f) = ny sin(y) (18.26)
Da cui: n
sin(y) = i sin() (18.27)
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18.4 Rifrazione di un mezzo

y = arcsin (E sin(ﬂ)) = arcsin <L . sin(30°)) = 20,2° (18.28)
n, 1,45

Tracciamo di conseguenza il raggio vfino ad incontrare il seconda faccia del prisma nel punto
che chiamiamo C (vedi figura seguente). In quel punto tracciamo la perpendicolare alla faccia.
Questa retta incontra la precedente perpendicolare nel punto che chiamiamo D.

I quadrilatero ABCD, in quanto tale, ha la somma degli angoli interni che vale 360°. In partico-
lare, per costruzione, sappiamo che ABD = DCA = 90" e che & = 60

Per cui:

BDC = 360° — ABD — DCA — a = 120° (18.29)

Se guardiamo al triangolo BDC possiamo trovare la misura dell'angolo &
§ = 180° —y — BDC = 180° — 20,17° — 120° = 39,8° (18.30)

A questo punto il raggio vpotrebbe sia rifrangersi sulla seconda faccia del prisma o riflettersi
totalmente, qualora I'angolo formato con la normale superasse 1'angolo limite per il vetro rispetto
all'aria. Infatti il nostro raggio vsi sta portando da un mezzo piu rifrangente (il vetro) ad un mezzo
meno rifrangente (I'aria). Troviamo questo angolo limite.

6 = arcsin(i) = arcsin(L) =43,6° (18.31)
Ny 1,45

Poiché d < 43,6° siamo ora sicuri che il raggio verra rifratto e uscira dalla secondo faccia del
prisma.

Applichiamo la legge di Snell anche a questa situazione per determinare 'angolo di uscita del
raggio rifratto. Questa volta ci aspettiamo che il raggio rifratto si allontani dalla normale, dal
momento che il raggio sta passando da un mezzo con un indice di rifrazione maggiore ad uno con
indice di rifrazione minore.

ny sin(8) = n, sin(e) (18.32)
Da cui: n
sin(e) = — sin(5) (18.33)
na
£ = arcsin (ﬁ sin(5)> = arcsin (1’—145 . sin(39,8°)> =~ 68,1° (18.34)
na

A
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Esercizio 137 Due fenditure piane e parallele, distanti 0,05 mm, sono investite dalla luce di una
lampada ai vapori di sodio. Questa lampada emette soprattutto luce di due lunghezze d’'onda
ravvicinate (/11 = 589,0nm e A, = 589,6 nm). La luce diffratta viene osservata su uno schermo
piano posto a | = 2 m dalle fenditure.
1. Determina la distanza tra la prima frangia chiara e la prima frangia scura sullo schermo di
osservazione sia per la prima riga spettrale del sodio che per la seconda.
2. Le due figure di interferenza si disturberanno a vicenda o risulteranno quasi sovrapposte?

Se della luce monocromatiche investe due sottili fenditure molto vicine tra loro ¢ facilmente
possibile osservare l'interferenza tra i raggi che escono dalle due fenditure. Se 6 ¢ 'angolo formato
dalla direzione di osservazione sullo schermo piano rispetto al piano delle fenditure allora la
condizione per la formazione di frange chiare, ovvero dei massimi di interferenza é:

dsin6. = nA (18.35)

Dove d ¢ la distanza tra le fenditure e n & un numero intero che stabilisce I'ordine della frangia.
Mentre la condizione per le frange scure ¢:

dﬁn%:(n+%>l (18.36)

Scegliamo n = 0. Di conseguenza la prima frangia chiara si trovera per sin 6. = 0 quindi per
0. = 0°. Invece per la prima frangia scura possiamo scrivere:

ﬁm@:?, (1837)
M
sinf, = — 18.38
A 589,0 x 10~
0, = arcsin (—1> = arcsin( e m ) =0,337° (18.39)
2d 2-0,05%x 1073 m

La distanza lineare sullo schermo di osservazione tra la frangia centrale per 6. = 0° e la prima
scura 6 = 0,337° ¢ data da:

L = Itan(f;) = 2m - tan(0,337°) = 0,0117 m = 11,7 mm (18.40)
Ripetiamo i calcoli con la seconda riga spettrale. Otteniamo:
6, =0,338°; L=0,0118m = 11,8 mm (18.41)

Di conseguenza le due righe spettrali daranno le prime frange del tutto sovrapposte.
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1 9 Elettrostatica

19.1 Forza di Coulomb tra due corpi puntiformi carichi

Esercizio 138 Due corpi puntiformi dotati rispettivamente di carica g = —47pCe gy = 62 pC
sono posti nel vuoto alla distanza d = 33 cm. Calcola l'intensita della forza elettrostatica tra i due

corpi e indica nella figura seguente direzione e verso della forza che agisce su ognuno.

< d O

q: P

La legge di Coulomb stabilisce quale debba essere la forza che intercorre tra due oggetti carichi
puntiformi, di carica q; e g, posti nel vuoto a distanza d 'uno dall’altro. Nella nostra figura i
portatori di carica sono stati disegnati come dei cerchi, per renderli meglio visibili.

Per cui l'intensita della forza elettrostatica tra i due corpi é:

2(47x107°C)(62%x107°C
o L@ g, g0 Nt X ) (19.0)
4mey d? C? (0,33 m)?
. . 2 2
_ 9 47 62‘10(9_6_6)Nm C :241N
0,1089 C2m?

Le cariche sono state prese entrambe senza segno perché non serve per determinare l'intensita
della forza. Il segno relativo delle cariche ci dice pero se la forza ¢ attrattiva (cariche di segno
opposto, come in questo caso), o repulsiva (cariche dello stesso segno). €, ¢ la costante dielettrica

del vuoto.
La forza Fy, che agisce sulla corpo di carica g; posta in presenza del corpo di carica g, ¢ uguale

e contraria alla forza Fy; che agisce sul corpo di carica g, posta in presenza del corpo di carica q;.
La direzione delle due forze ¢ lungo l'asse che congiunge i due corpi.
Possiamo completare la figura in questo modo:

-

@ FIZ’: d <ﬁ21 @
q P

Nel linguaggio normalmente usato anche in quest'opera qui di seguito, per semplicita si usa
parlare non di corpi dotati di carica, ma semplicemente di cariche. Deve essere sempre chiaro che

la carica da sola non puo esistere senza un corpo che ne sei dotato.
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19.1 Forza di Coulomb tra due corpi puntiformi carichi

Esercizio 139 Tre corpi puntiformi, dotati rispettivamente di carica q; = 3,0 mC, go = —6 mC
e g3 = —4 mC, sono posti nel vuoto. Le cariche si trovano tutte sullo stesso asse: la prima si trova
nella posizione x; = 2 cm e la seconda in x, = 6 cm e la terza x3 = 5 cm.

L Trova la forza, in modulo, direzione e verso, che agisce sul corpo 3.

2. Trova in che che punto la forza che agisce sul corpo 3 sarebbe nulla.

1. Rappresentiamo graficamente, almeno qualitativamente, quanto indicato dal testo.

+q 93 —q
-——------- 4o ---0------------- >
F31 F32

La forza ﬁgl che il corpo 1 esercita sul corpo 3 ¢ una forza attrattiva perché le cariche hanno
segno opposto: per cui la forza va verso sinistra.
La forza ﬁgz che il corpo 2 esercita sul corpo 3 ¢ una forza repulsiva perché le cariche hanno lo
stesso segno: per cui la forza va ancora verso sinistra.
La forza totale che agisce sul corpo 1 ¢ la somma delle due forze precedenti: il modulo della
somma ¢ la somma dei moduli delle due forze.

(19.4)

(19.5)

r31 =X%3—x; =5cm—2cm = 3cm (19.2)
I3 =Xy —X3 =6cm—5cm = 1cm (19.3)
R L B o100 Nm? (4x1073C)(3x1073C)
Nty ()2 c2 (0,03 m)?
= 9-4-3 10(9—3—3)Nm—zcz =12x108N
0,0009 CZ2m?2 ’
1 9392 o Nm2(4x1073C)(6x1073C)
39 = ——— =9,0x 10
4meg (1r39)2 C? (0,01 m)?
2 2
_ 246 403 NmCT 10N
0,0001 C2m?2
Fiot = F31 + F3 = 2,28 x 10° N (19.6)

2. In problemi di questo tipo, a causa della natura vettoriale della forza, ¢ certamente opportuno
fare una rappresentazione di quanto sta avvenendo. Inoltre & quanto mai importante chiarire
bene quale sistema di riferimento si sta adottando, anche per ben interpretare i risultati ottenuti.
In primo luogo il punto cercato non puo stare tra i corpi 1 e 2 perché, come gia visto, in quella
condizione la forza non si annulla mai. Il punto sara quindi o a destra del corpo 2 o a sinistra
del corpo 1. Rappresentiamo le due configurazioni e soffermiamoci, per scelta puramente
arbitraria, sulla prima.

+q, —q Fy, —q; 3y
R S kel o----- 4
"2 X

178



19.1 Forza di Coulomb tra due corpi puntiformi carichi

Nelle due figure abbiamo chiamato rq, la distanza tra i corpi 1 e 2, e xla distanza tra 2 e 3, che
dobbiamo trovare. Questa distanza va considerata con segno: se positiva indica una posizione
a destra di 2; se negativa alla sinistra. Con questa indicazione possiamo indicare i due casi

possibili.
Per cui troviamo il punto tale per cui:

F31 = F32 (197)

B _ 1/ %
ey (132 AR (r3p)?

_ N %
(rz +x)*  x?
q1x2 = QZ("IZ + x)2 (198)

3x1073C-x2=6x1073C- (rp + x)?
3x% = 6(r?, + 2ryx + x2)
3x% = 6rf‘2 + 12r9x + 6x°

0 = 3x% + 12r5x + 612,

Sostituiamo i valori di 7 in metri, senza ['unita di misura per semplificare il calcolo successivo.
ra =Xy —x =6cm—2cm=4cm = 0,04m (19.9)

3x% +12-0,04x + 6 - (0,04)> = 0
3x% + 0,48x + 0,0096 = 0

—0,48 +/(0,48)2 —4-3-0,0096 0,48 + 0,34 (19.10)

6 6
x; =—0,023 ; x,=—0,137

X1,2 =

La prima misura non ¢ accettabile perché il punto ¢ tra il corpo 2 e 1, dove la forza non si puo
annullare. La seconda ¢ accettabile perché totalmente a sinistra del corpo 1.

Per cui il punto cercato ¢:
x =-0,14m (19.11)
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19.2 Campo elettrico di cariche puntiformi nel vuoto

19.2 Campo elettrico di cariche puntiformi nel vuoto

Esercizio 140 Due cariche g; = —2,3 pC e q; = —7,5 pC sono poste nel vuoto come indicato nella
figura seguente. Le distanze indicate sono d; = 39 cm e dy = 59 cm. Determina:

1. qual é l'intensita del campo elettrico generato da ciascuna carica nel punto P;
2. direzione e verso del campo elettrico di ciascuna carica;
3. direzione e verso del campo elettrico totale nel punto P aggiungendolo alla figura.

9

Il campo elettrico ¢ una grandezza vettoriale per la quale vale il principio di sovrapposizione,
cio¢ il campo di due sorgenti in un punto dello spazio ¢ dato dalla somma vettoriale del campo
generato dalle due sorgenti prese singolarmente. Il campo totale delle due cariche nel punto P e&:

E=FE +FE (19.12)
1 2

Il campo di un carica puntiforme, in punto P a distanza d dalla carica stessa, nel vuoto vale:

1 g
E(P) = ——= 19.13
(P) ey & (19.13)

1. Per l'intensita del campo delle due cariche possiamo scrivere:

2 -6

E(P) = E. L T Nm723x10 °C _ 1,36 x 10° N/C (19.14)
4mey df C2  (0,39m)?
2 1 —6

E,(P) = E. A1 Nm775x10 °C _ 1,94 x 10° N/C (19.15)
4o d C2 (0,59 m)?

2. Lacarica g ¢ negativa per cui il suo campo nel punto P ¢ un vettore applicato in quel punto,
la cui direzione ¢ data dalla congiungente tra la carica e il punto, ed & orientato verso la carica
stessa.

Anche la carica g, ¢ negativa per cui il suo campo nel punto P & un vettore applicato in quel
punto, la cui direzione ¢ data dalla congiungente tra la carica e il punto, ed ¢ orientato verso la
carica stessa.

3. Il campo totale ¢ la somma vettoriale dei due campi: possiamo trovarlo per via grafica con la
regola del parallelogramma. Tutto cio ¢ rappresentato nella figura seguente in via qualitativa.
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19.2 Campo elettrico di cariche puntiformi nel vuoto

Esercizio 141 Tre cariche puntiformi (q; = —4,8 pC; qy = 3,3 pC; g3 = 8,1 pC) sono poste nel
piano alle seguenti coordinate: P1(3 cm; 1 cm), Py(—2 cm; 1 cm), P3(1 cm; —2 cm).
Determina:
1. qual ¢ l'intensita del campo elettrico generato da ciascuna carica nel punto P(0 cm; 2 cm);
2. il modulo del campo elettrico totale nel punto P;
3. l'angolo che il campo elettrico forma con l'asse x.

Il campo di una carica puntiforme in un punto a distanza r dalla carica stessa vale:
1
Ep)= 2 (19.16)
47tey d?

Inoltre il campo di piut cariche puntiformi ¢ la somma vettoriale del campo di ogni singola carica

secondo il principio di sovrapposizione.

1. Per calcolare il campo di ciascuna carica procediamo cosi:

(a) Calcoliamo le distanze tra il punto P e i punti dati usando la formula della distanza tra due

punti nel piano.

d= \/(xz —x1)*+ (0 —»)°

d; = \/(3 cm — 0cm)? + (1cm — 2cm)? = 4/(3cm)? + (1 cm)? = V10 cm (19.17)
dy, = \/(—2 cm—0cm)? 4+ (1cm —2cm)? = \/(2 cm)? + (1 cm)? = v/5cm
dz = \/(1 cm —0cm)? + (—2cm — 2cm)? = \/(1 cm)? + (4cm)? = V17 cm

(b) Calcoliamo il modulo del campo di ogni singola carica.

2 -6
48x107°C
El(P):Lq—;:8,99><1091\In2f1 8 02 =432x10°N/C
4mey d- C (0,1 m*)
2 -6
33x107°C
Ey(P) = Lq—i = 8,99 x 10° Nn; . — =593x10°N/C (19.18)
4mey d C%  (0,05m?)

2 —6

8,1x107°C

Es(P) = —— & _ 995100 NI 51X =428 x 105 N/C
drieg d2 C2 (0,17m?)

Rappresentiamo quanto conosciamo fino ad ora. I vettori del campo giacciono sulle rette
passanti per le coppie di punti dati: se la carica ¢ positiva il vettore si allontana dalla carica;

se la carica ¢ negativa & verso la carica stessa.
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19.2 Campo elettrico di cariche puntiformi nel vuoto

\ y(cm)
E3 3 EZ
2
v EaN
@D El )
\JP2 \C Pl
X\ cm
3 0 3 (cm)
®p
3
-3

2. Per calcolare il campo totale dobbiamo fare la somma vettoriale dei campi delle singole cari-
che. Per fare la somma vettoriale dobbiamo conoscere le componenti dei singoli vettori. Per
conoscere le componenti dei singoli vettori possiamo fare il seguente ragionamento.

Le componenti sono date dal modulo del vettore per il coseno o seno dell’angolo che il vettore
forma con gli assi del sistema. Per ricavare 'angolo possiamo ragionare geometricamente
osservando la figura. Non sempre questo ¢ possibile o consigliabile, in particolare quando i
vettori sono nello spazio, ma in questi esercizi non si supera quasi mai la complessita nei calcoli
di questo esercizio.

Ricaviamo I'angolo che i singoli vettori di campo elettrico formano con uno degli assi coordinati
osservando la figura alla pagina successiva.

Il vettore El forma un angolo @ con l'asse x. L'angolo a ¢ congruente con I'angolo &’ del triangolo
rettangolo PBP;. Possiamo ricavare questo angolo sapendo che in un triangolo rettangolo un
cateto (PB) & uguale all’altro cateto (BP;) per la tangente dell'angolo () opposto al primo.

PB = BP, tan(a’)
— ’

a=a = arctan(%) = 18,4°

[l vettore Ez formaun angolo fconl'asse x. Langolo & congruente con 'angolo f’ del triangolo
rettangolo PBP,. Possiamo ricavare questo angolo sapendo che il cateto (PB) & uguale all’altro

cateto (BP,) per la tangente dell’angolo (f”) opposto al primo.

PB = BP, tan(f’)
1=2tanf’ (19.20)
p=p = arctan(%) = 26,5°

Infine il vettore E3 forma un angolo y con l'asse y. L'angolo y & congruente con I'angolo y’
del triangolo rettangolo PAP3. Possiamo ricavare questo angolo sapendo che il cateto (AP3) &
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19.2 Campo elettrico di cariche puntiformi nel vuoto

uguale all’altro cateto (PA) per la tangente dell'angolo (y”) opposto al primo.

AP3 = PAtan(y’)

1
y =y’ = arctan <Z> = 14,0°

y(cm) 4
Es,

Y =
7 bz

y
& Eix Ep
A
g/ﬁ ?K & N)P
1

E
671)2 B \
0

x(cm)

rO
LS

§
A Dp,

A questo punto possiamo calcolare le componenti dei tre vettori rispetto agli assi cartesiani.

Eyy = E; cosa = 4,09 x 10° N/C

, ; (19.22)
Ejy=E;sina = -1,36 x 10°N/C
E,,. = E, cos =5,31><105N C

2x 2 ' ﬁ 5 / (19.23)
Ezy = E2 SIHIB = 2,65x10 N/C
Es = Eysiny = —1,04 x 10° N/C

30 = Sy / (19.24)

E3, = E3cosy = 4,16 X 10°N/C
Le componenti del campo totale sono la somma algebrica delle componenti dei tre vettori:
Erotx = E1x + Epx + E3x =
4,09 x 10° N/C + 5,31 x 10° N/C + (=1,04 x 10° N/C) = 8,36 x 10° N/C (1925
Etoty = Ely + Ezy + E3y = '
(—1,36 x 10> N/C) + 2,65 x 10> N/C + 4,16 x 10° N/C = 5,45 x 10° N/C
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19.2 Campo elettrico di cariche puntiformi nel vuoto

Calcoliamo infine il modulo del campo elettrico totale:

Eior = \[Edex + Edey = J(8,36 x 105 N/C)? + (5,45 x 10° N/C)? = 9,98 x 105 N/C (19.26)
3. L'angolo che il campo forma con 'asse x & dato da questa relazione:

EtOt

y) = arctan(0,652) = 33,1° (19.27)

totx

n = arctan (
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19.3 Teorema di Gauss

19.3 Teorema di Gauss

Esercizio 142 Trova il flusso del campo elettrostatico E attraverso la superficie piana indicata in
figura, sapendo che l'intensita del campo ¢ E = 15N /C, l'angolo formato con il piano é @ = 25° e

la superficie ha un'area A = 23 cm?.

E

Wy

Una superficie piana orientata ¢ rappresentata con un vettore S di intensita pari all’area della
superficie e di direzione perpendicolare alla superficie stessa. Il verso del vettore puo essere da
una parte o dall’altra della superficie: nel nostro caso ¢ indicato nella figura. Se non fosse indicato
nella figura dovremmo darne noi uno a nostro arbitrio: tuttavia i risultati successivi sarebbero
diversi a secondo della scelta fatta. La freccia del vettore puo essere disegnata in qualsiasi punto
della superficie dato che la rappresenta integralmente.

Il campo elettrico dato deve essere uniforme su tutta la superficie altrimenti andrebbe indicato
esplicitamente. Se il campo ¢ uniforme indichiamo il vettore preferibilmente nello stesso punto
in cui disegniamo quello della superficie orientata. Ricordiamoci pero che in ogni punto della
superficie c’¢ il campo e quindi un vettore.

Con queste premesse il flusso del campo elettrico attraverso la superficie ¢ il prodotto scalare

del vettore E e del vettore S. N oL
O(E) = E- S = |E||S| cos(0) (19.28)

L'angolo 8 é I'angolo piu piccolo tra i due vettori. L'angolo « ¢ invece complementare a quell’angolo.
0=90"—a =65 (19.29)
Infine scriviamo:

®(E)=E-S=15N/C-23m 4 cos(65) = 1,5Nm?/C (19.30)

Esercizio 143 Una carica puntiforme g = 10 mC ¢ posta all’interno di una sfera di raggio 18 cm.
Determina il flusso del campo elettrico attraverso la sfera.

Il teorema di Gauss per l'elettrostatica in forma globale lega il flusso del campo elettrico
attraverso una superficie chiusa con la somma algebrica delle cariche elettriche presenti all'interno
della superficie secondo questa relazione:

- Z j
o (E) = 2% (19.31)
€

Per cui:
10x1073C

8,854 x 10712 C2 /N m?

@ (E) = = 1,13 x 10° Nm?/C (19.32)
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19.3 Teorema di Gauss

Esercizio 144 Una scatola cubica posta nel vuoto, il cui spigolo misura 47 cm, é investita da un
campo elettrico perpendicolare alla faccia di destra e sinistra, come indicato nella figura. Il campo
sulla faccia destra misura 13 N /C e sulla faccia sinistra 38 N/C.

< <
+— <+

EZ El
- <
< -

Quanto vale la carica netta presente all’interno del cubo?

Per trovare la carica totale eventualmente posta dentro la superficie delimitata dal cubo possia-
mo utilizzare il teorema di Gauss per I'elettrostatica in forma globale per legare il flusso del campo
elettrico attraverso quella superficie chiusa con la somma algebrica delle cariche elettriche presenti

all'interno della superficie stessa.
- Z j
Do (E) = E—q’ (19.33)
0

Determiniamo il flusso del campo elettrico attraverso il cubo.
I1 flusso del campo elettrico E attraverso una superficie piana orientata S vale:

®(E) = E- S = |E||S| cos(0) (19.34)

dove abbiamo preso il prodotto scalare tra i vettori E e S, e 8¢ 'angolo tra i due vettori.

5
In particolare, relativamente al vettore S, possiamo distinguere tra il suo modulo S, cioe I'area
della superficie, e un versore 7 con la direzione e verso del vettore stesso.

S=5i (19.35)

Se la superficie ¢ estesa, ma formata da elementi piani, come sulle facce del cubo, e il campo
vettoriale ¢ uniforme sulla superficie, si puo ancora usare la formula precedente, estendendola a
tutta la superficie: il flusso totale attraverso tutta la superficie (il cubo) sara la somma algebrica dei
flussi attraverso tutti i suoi elementi piani (le facce del cubo).

Dobbiamo poi dare una orientazione alla superficie data. Il teorema di Gauss impone che la
scelta non sia arbitraria: il verso positivo e sempre quello uscente dalla superficie. Rappresentiamo
quanto detto riportando in figura i soli versori 71 associati ad ogni elemento piano di superficie.
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19.3 Teorema di Gauss

L'area di una faccia del cubo &:

S =12 = (47 cm)? = (0,47 m)? = 0,221 m*? (19.36)

RS

Consideriamo la faccia destra. Vediamo dalla figura che il campo & verso sinistra e il versore
della superficie verso destra: I'angolo tra i due vettori € 180°. Per cui:

®gesira(E) = E;Scos(180°) = 13N/C- 0,221 m? - (-1) = —2,87 Nm?/C (19.37)

Consideriamo la faccia sinistra. Vediamo dalla figura che il campo e il versore della superficie

sono verso sinistra: 'angolo tra i due vettori € 0°. Per cui:
Dgipistra(E) = E;Scos(0°) = 38N/C-0,221m? - (1) = 8,39 Nm?/C (19.38)

I1 flusso sulle altre facce € nullo perché da esse non esce o entra alcun campo, per cui il flusso
totale del campo elettrico attraverso il cubo vale:

Dpor(E) = Pyestral(E) + Peinistra(E) = —2,87 Nm?/C +8,39Nm?/C = 552Nm?/C  (19.39)
Infine la carica netta presente dentro il cubo vale:

3q; = Bror(E) ep = 5,52Nm?/C - 8,854 x 10712 C2/Nm? = 4,89 x 10711 C (19.40)
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19.4 Campo elettrico di altre distribuzioni di carica

Esercizio 145 Una carica ¢ = —2,3 pC ¢ distribuita uniformemente su un filo rettilineo lungo
26 dm. Trova, in modulo direzione e verso, il campo da essa prodotto in punto P posto a distanza
r = 2,3 cm da esso, lontano dai suoi bordi.

Il campo elettrico di un filo uniformemente carico e di lunghezza finita ¢ assimilabile ad una
distribuzione lineare ed infinita se ci troviamo relativamente vicini al filo e lontani dai suoi estremi,
come indicato in questo esercizio. Per cui il modulo del campo, con sufficiente approssimazione,
vale:

E= A (19.41)
2meyr
dove A ¢ la densita di carica lineare del filo e r & la distanza dal filo.
2,3uC —6
a=9_ 220 23xX107C  gec 107 C/m (19.42)
[  26dm 2,6 m
8,85x 1077 C
/m =6,92x 10° N/C (19.43)

E =
2-3,1415- 8,854 x 107 12Fm~1.0,023 m
Il campo ha direzione perpendicolare alla direzione del filo ed ¢ diretto verso di esso, perché la
carica in esso distribuita ¢ negativa.

Esercizio 146 Una carica q; = 8,3 mC ¢ distribuita uniformemente su una superficie rettangolare,
larga 66 dm e alta 45 dm. Una carica q; = —5,3 mC é distribuita uniformemente su una superficie
rettangolare uguale a quella precedente e ad essa parallela, posta a distanza ravvicinata alla precedete,
alla sua destra.

Trova, in modulo direzione e verso, il campo da esse prodotto in punto Py posto a distanza
r = 2,3 cm sulla destra della superficie carica negativamente, lontano dai bordi e in un punto P,
posto tra le due superfici, sempre lontano dai loro bordi.

Il campo elettrico di una superficie piana uniformemente carica e di estensione finita ¢ assi-
milabile ad una distribuzione piana e infinita se ci troviamo relativamente vicini alla superficie e
lontani dai suoi bordi, come indicato in questo esercizio. Per cui il modulo del campo prodotto da
una sola superficie, con sufficiente approssimazione, vale:

E=2Z (19.44)
280

dove o ¢ la densita di carica superficiale.

a222228’3“0_3(3:8’3“0_3(3
'™ s " bh 66m-45m 29,7 m2

= 2,79 x 107* C/m? (19.45)

—53x107°C _ —53x107°C
_k2_%_ = =-1,78x107* C/m? (19.46)
S bh 66m-45m 29,7 m?
Il campo intorno ad una superficie piana uniformemente carica ¢ perpendicolare alla superficie,
ha lo stesso valore in ogni punto e si allontana da essa se € positivo o si avvicina ad essa se ¢ negativo.

Per cui sapere quale sia I'esatta posizione del punto P; tra le superfici non ha importanza, e la

02
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19.4 Campo elettrico di altre distribuzioni di carica

posizione del punto P, serve solo a sapere che siamo in prossimita della distribuzione e quindi il
modello che usiamo ¢ valido.

Rappresentiamo di seguito (non in scala) quanto scritto, in riferimento alle due superfici del
problema e per le tre regioni di spazio che si creano. Il punto in cui disegniamo il campo (per
ognuna delle tre regioni) non ha importanza ed & rappresentativo di tutti i punti di quella regione.

- T - -
E_ E_ E
> L > = <
+ —
PZ PI
+ . = .
- + - - ->
E, E, E,
< aF > - >
L] ]

Calcoliamo il modulo del campo delle due distribuzioni.

o 2,79%x 1074 C/m
E,=—= / = 1,58 x 10’ N/C (19.47)
26 2-8854x10"12Fm™!
1,78x 1074 C
E =22 /M 00x 107 N/C (19.4)

26 2-8854x10"12Fm™!
Nella regione tra le distribuzioni, come si vede nella figura, i due campi hanno lo stesso verso e
direzione e si sommano.

E(P,) =E, + E_ =1,58x10’ N/C + 1,00 x 10’ N/C = 2,58 x 10’ N/C (19.49)

Nella regione in cui ¢ posto il punto P; i due campi hanno verso opposto e stessa direzione,
quindi si sottraggono. Il campo risultante ha il verso del campo E,.

E(P;) =E, —E_=1,58x10" N/C — 1,00 x 10’ N/C = 0,58 x 10’ N/C (19.50)

Esercizio 147 Una carica q; = —7,8 mC e distribuita uniformemente su un guscio sferico, largo
12 cm. Un'altra carica q; = 8,3 mC ¢ distribuita uniformemente su una sfera larga 8,0 cm e posta
alla destra della prima. La distanza tra i centri delle due distribuzioni ¢ 20 cm.
Trova, in modulo direzione e verso, il campo da esse prodotto lungo l'asse passante per i loro

centri, in un punto:

1. Py posto a distanza dy = 2,3 cm sulla sinistra della prima distribuzione.

2. Pg posto a distanza dg = 6,3 cm sulla sinistra della seconda distribuzione.

3. P¢ posto a distanza d = 3,0 cm sulla destra della seconda distribuzione a partire dal centro

della sfera.

Il campo di una distribuzione uniforme su un guscio sferico ¢ uguale a quello di una carica
equivalente posta al centro del guscio, se siamo all’esterno del guscio stesso; altrimenti vale zero. Il
campo di una distribuzione uniforme su una sfera ¢ uguale a quello di una carica equivalente posta
al centro della sfera, se siamo all'esterno della sfera stessa; ¢ invece proporzionale alla distanza dal
centro se siamo dentro la sfera. Inoltre il campo di una carica positiva si allontana dalla carica; il
campo di una carica negativa ¢ orientato verso la carica.

Di conseguenza possiamo rappresentare (qualitativamente) i punti indicati dal problema e il
verso e direzione dei due campi in quei punti.
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19.4 Campo elettrico di altre distribuzioni di carica

[ raggi delle due sfere sono:

R =22 _¢em . R, = —4cm (19.51)
1 2
2 2

_8cm

Procediamo con il calcolo delle distanze dei tre punti dai centri delle sfere.

dyy=dpa+R; =23cm+6cm = 8,3cm
dpy =dpa +2R;+d+ Ry =23cm+2-6cm+20cm + 4cm = 38,3 cm

dgi =(d—dg)+R; =20cm—63cm+ 6cm = 19,7 cm

19.52
dg, =dg+ Ry =63cm+4cm = 10,3cm 1952
dep=dc+Ry+d+R =30cm+4cm+20cm+ 6cm = 33cm
dcz = dC = 3,0 cm
Calcoliamo il modulo dei due campi nei tre punti.
2 -3
1073 C
E(Py) = LA _g0x10° Nm”7.8 x 10 =1,02x101°N/C
4ney d3, C2 (0,083 m)? (1953
2 -3 .
8,3%x107°C
Ez(PA)qu—z=9,0x1o9Nm o0 X =5,09x108N/C
drey d?, C2 (0,383 m)?
2 -3
1073¢C
E(Py) = —— L g1 NIETEXT07C oy i 109N/C
dmeg di C2 (0,197 m)? (1950
2 -3 :
8,3x107°C
Ey(Pp) = —— 22— g5 109 X283 % — 7,04 x 10°N/C
drey di, C?2 (0,103 m)?
2 -3
7,8x1073C
El(Pc)qu—1=9,0x1o9Nm 0 X = 6,45x 108 N/C
dmey d2, C?  (0,33m)? (1953
-d 283x1072C-0,03 '
E(Po) = ——L79C2 _ g, qoo NmZ83x10 7C-0.03m _ 55, 510/
4ney R} C? (0,04 m)3

Infine sommiamo algebricamente le componenti dei due campi nei tre punti.

Eior(Pp) = 1,02 x 101 N/C - 5,09 x 108 N/C = 9,7 x 10° N/C
E.ot(Pg) = 1,81 x 10° N/C + 7,04 x 10° N/C = 8,9 x 10° N/C (19.56)
Eot(Pc) = 6,45 x 108 N/C — 3,50 x 101°N/C = 3,4 x 101 N/C
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19.5 Lavoro ed energia potenziale

Esercizio 148 Si consideri una carica puntiforme Q = 10 C ferma all'origine degli assi. Determina
il lavoro fatto per spostare un’altra carica Q = 5,0 C dall’infinito al punto P(0,0 m; 1,0 m; 0,0 m),
assumendo che alla partenza e all'arrivo la velocita della particella sia trascurabile.

Abbiamo almeno due possibilita per determinare questo lavoro: considerando la variazione di
energia potenziale del sistema o determinando il lavoro direttamente dalla definizione di lavoro di
una forza.

I metodo

La forza di Coulomb ¢ una forza conservativa. Ad essa ¢ associata una energia potenziale. Il
lavoro della forza ¢ la differenza tra I'energia potenziale nella configurazione iniziale e quella finale.

Lyp=U,—-U, (19.57)

La distanza iniziale tra le particelle & infinita (a = o0). La distanza finale invece pu0 essere trovata
con la usuale distanza euclidea tra due punti (la posizione finale della prima e seconda carica).

b= — 32+ (= y)? + (2~ 71)Pm =

(19.58)

=J(0-02+(0-1)2+(0-02m=1m

L'energia potenziale di due cariche puntiformi é:
U=+ 019 (19.59)
47'[80 2
dove ry, ¢ la distanza tra le due cariche. Quindi:
1 192 1 192 Q192 <1 1 )_
Loy = - = ———=
41ey a 4mey b 47eg \co  1m
N m? 0 ) (19.60)
= 9,0 x 107 —= -10C~5,0C<— - —) = —45x10!1]
c? m 1m

L'indicazione dataci sul fatto che la seconda particella non abbia acquistato velocita stava ad
indicare che tutto il lavoro svolto doveva contribuire all'aumento di energia potenziale e non di
energia cinetica.

II metodo

Il lavoro compiuto da una forza Fper spostare il suo punto di applicazione da un punto a ad un

punto b é:

b
[ J F.dr (19.61)

dove F - dreil prodotto scalare della forza in un punto per lo spostamento infinitesimo dr.
Siamo in questo caso costretti ad usare la piti complicata formula integrale per il lavoro dal
momento che la forza non rimane costante durante lo spostamento della particella carica.
Il lavoro ¢ quello fatto dalla forza di Coulomb che agisce sulla seconda carica a causa della
presenza della prima. La forza di Coulomb é:

F=_L D% (19.62)
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19.5 Lavoro ed energia potenziale

Il vettore 11 & un vettore unitario diretto come la forza.

La seconda carica viene da una posizione non meglio precisata posta all'infinito: possiamo
immaginare che durante tutto lo spostamento la forza e lo spostamento elementare abbiamo
la stessa direzione, in modo da semplificare la formulazione matematica senza alterare la fisica.
Inoltre, dal momento che entrambe le cariche sono positive, la forza ¢ repulsiva e quindi il suo
verso ¢ opposto a quello dello spostamento elementare dr. Di conseguenza 'angolo o & 180° e il
coseno vale —1. Tuttavia lo spostamento infinitesimo dr ¢ nel verso negativo dell’asse x ed ¢ quindi
negativo, annullando il segno del coseno.

Il prodotto scalare F-dre:

‘IMZ dr

F.dr= |F||dr| cos(a)(—1) = |F||dr1 = -
er

(19.63)

Per cui 'integrale diventa:

b b
L:J ﬁ-dr:J 192 dr _ qlqzj dr _ @192 [__] (19.64)
a a Amegrd  Amey J, r?2 4me

Quindi il lavoro é:

9Nm

= 1% [_L

+ l] =9,0x10
4meg L 1m o0

10C-5,0 C— = —45x10'] (19.65)
1m
Osserviamo infine che il primo metodo ¢ evidentemente piti complicato rispetto al secondo:
non conviene quasi mai usare questa seconda strategia per risolvere questo tipo di problemi.

Nota matematica

Nel calcolo dell’energia potenziale con le cariche infinitamente distanti abbiamo scritto 'espres-
sione i: propriamente l'infinito non andrebbe usato come una quantita algebrica qualsiasi. Avrem-
mo dovuto calcolare il lavoro per andare da un punto generico ¢ prossimo all'infinito al punto b,
per poi fare un passaggio al limite nell’'espressione finale.

=L 0% 1 0% _ &6t (1 _ L) (19.66)
4mey dmey b 47e, Im
Ly = lim 1% (_ B L) _ N9 -1 (19.67)
c—00 4718 1m 4mey 1m

Analogamente per l'integrale: si tratta infatti di un integrale improprio perché uno degli estremi di
integrazione si trova all'infinito.
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19.5 Lavoro ed energia potenziale

Esercizio 149 Ai vertici di tre lati consecutivi di un quadrato
di lato 39 cm sono poste rispettivamente le tre cariche puntifor-
miq; = 10mGC, g = —46 mC e g3 = 72 mC, come indicato
in figura.
L. Trova 'energia potenziale del sistema.
2. Trova l'energia potenziale del sistema se aggiungiamo una
carica q4 = 22 mC nel vertice rimasto libero.

L'energia potenziale di un insieme di cariche puntiformi & uguale (a meno di una costante)
alla somma dell’energia potenziale di ogni singola coppia di cariche presente nel sistema, come
calcolato nell’esercizio precedente. Si suole considerare come nulla I'energia potenziale delle cariche

se queste sono poste a distanza infinita I'una dall’altra.

Il nostro sistema ¢ costituito inizialmente da tre cariche. Le coppie possibili sono tre. Possiamo

quindi scrivere che I'energia potenziale totale del sistema é:

Uigz = Ujp + Ups + Usg

1 Nm? (10 x 1073 C)(—46 x 1073 C
= D92 _g, qop N X ) = 106x107)
4mey Tig C?2 0,39 m
2(—46x1073C)(72%x1073C
Ups = 225 _ g, 109 N7 ( X ) = 764x107)
47[80 a3 CZ 0,39m

La distanza tra la carica 3 ed 1 ¢ la diagonale del quadrato:
51 = V2l =+2-0,39m = 0,55 m

2(72x1073C)(10x 1073 C
U, = 1 B9 _ 9.0 x 10° N m? ( ) )
dmey 3 C? 0,55 m

Quindi I'energia potenziale del sistema é:

= 1,18 x 107 ]

Upps = —1,06 x 107 ] — 7,64 x 107 + 1,18 x 107 ] = 7,52 x 10 ]

(19.68)

(19.69)

(19.70)

(19.71)

(19.72)

(19.73)

Se adesso aggiungiamo al sistema una quarta carica 'energia potenziale del nuovo sistema ¢
uguale alla somma delle sei coppie di cariche ora presenti, oppure all'energia potenziale del vecchio
sistema pit 'energia potenziale delle coppie tra la carica nuova ed ognuna delle precedenti.

Uigzg = Ujgz + Uy + Uygg + Uys

2(22x1073C)(10x 1073 C
= B8 g NmZ( X ) _ 508 %106
4mey 141 C2 0,39 m
2(22x1073C)(—46 x 1073 C
Upp = —— B2 _ g 109 N7 ( X ) — 166x107)
dmey T4y C?2 0,55 m
2(22x1073C)(72x1073C
U = —— BB _ g, 100 N0 ( X ):3,66x107]
47tey 143 Cc? 0,39 m

Quindi I'energia potenziale del sistema é:

Uppza = —7,52x 107 J + 5,08 x 10°] — 1,66 x 107 ] + 3,66 x 107 ] = —5,01 x 10 ]
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19.5 Lavoro ed energia potenziale

Esercizio 150 Tre cariche puntiformi sono poste ai vertici di un triangolo equilatero di lato | =
18 cm.
Le cariche sono: q; = =3 mC, g5 = 11 mC, g3 = =7 mC.
L Trova il lavoro fatto dalle forze del campo se il triangolo dimezza il suo lato.
2. Trova il lavoro che noi (una forza esterna) dovremmo compiere per ottenere lo stesso avvicina-
mento delle cariche.

Le cariche sono ferme sia all'inizio che alla fine del processo.

Per definizione di energia potenziale il lavoro della forza ¢ la differenza tra I'energia potenziale
nella configurazione iniziale e quella finale.

Ly =U, - U (19.79)

Avere le cariche ferme all'inizio e alla fine del processo ci assicura che il lavoro non sia speso per
variare 'energia cinetica dei corpi.

1. Lenergia potenziale della configurazione con tre cariche puntiformi € la somma algebrica
dell’energia potenziale di ogni coppia. La distanza tra le coppie ¢ la stessa per tutte le cariche,
per cui possiamo scrivere:

Ua = U12 + U23 + U31 (1980)

U - 1 (0192 + 293 + 9193)

=

47e, l

9.0 x 10° Nm?(—3mC-11mC + 11mC--7mC + -3 mC - =7 mC)

’ 0,18 m (19.81)

2(=3-11411--7+-3--7)-107°C?
9.0 x 109 N1 ( )
2 0,18 m

= —4,45x10°]

Nella posizione finale cambia solo la distanza. Se la distanza si dimezza 'energia potenziale
raddoppia.

1 (1% + %+ q193)

= 471e, 1/2
9.0 x 10° Nm?(—3mC-11mC + 11mC - —-7mC + -3 mC - =7 mC)
’ 2 0,09 m (19.82)
0.0 % 10° Nm?2(-3-114+11--7+—3--7)-107°C?
C?2 0,09 m
= —8,90x10°]

Infine il lavoro compiuto dalle forze del campo vale:
Lyp =U, — Uy = —4,45x 10°] — (—8,90 x 10°]) = 4,45 x 10°] (19.83)

2. Illavoro che dovremmo compiere noi ¢ esattamente lo stesso compiuto dalle forze del campo,
ma cambiato di segno.

Lp =Ly = —4,45x10°%] (19.84)

est
Correttamente questo lavoro ¢ resistente. Infatti il sistema ha un’energia potenziale negativa e
quindi le cariche sono legate. Le cariche si attraggono e per avvicinarle dobbiamo "trattenerle”
e quindi compire un lavoro negativo.
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Esercizio 151 Trova a che distanza riescono ad arrivare due particelle puntiformi di carica q =
14 mC e massa m = 2,45 nKg poste nel vuoto, con una energia potenziale di 1,0 x 10° J, se una delle
due procede verso l'altra con una velocita v = 23000 km/s.

Si supponga che la prima particella rimanga ferma.

Tra due oggetti puntiformi di ugual carica agisce una forza repulsiva che tende a respingerli.
La forza coulombiana tra i corpi ¢ una forza conservativa, I'unica forza che agisce nel sistema.
Possiamo quindi applicare il principio di conservazione dell’energia meccanica (intesa come somma
dell’energia potenziale e cinetica del sistema) e ricavare questa energia nelle condizioni iniziali.

Quando invece le particelle, procedendo una verso l'altra, raggiungono la minima distanza di
avvicinamento, I'energia cinetica si annulla, dal momento che le particelle si fermano entrambe
(Ia loro velocita reciproca si annulla). Allora I'energia meccanica sara la stessa iniziale, ma sara
costituita solo da energia potenziale che dipende dalla distanza tra le particelle. L'unica grandezza
incognita sara questa distanza che ¢ la grandezza che stiamo cercando.

Calcoliamo I'energia cinetica e meccanica iniziale.

E.= 1?2 =145 nKg (23000 km/s)? =
: 2 (19.85)
= 245 1072 Kg (23000 x 10% m/s)? = 6,48 x 10° ]
Eni=U+E.;=10x10°] + 6,48 x 10°] = 1,65 x 10°] (19.86)
En¢=En;
mf = Fmi (19.87)

Us = Ent

L'energia potenziale di un sistema di due cariche puntiformi ¢ data dalla seguente relazione:

U = 1 192 (19.88)
4T[€0 2

Mettiamo in evidenza la distanza ry, fra le due cariche:

1 G192 10° Nm? (14 x 1073 C)(14 x 1073 C)

rig = ————=9,0x
12 2 1,65 x 100

= = 1,07m (19.89)
4ney Ut
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19.6 Potenziale elettrostatico

19.6 Potenziale elettrostatico

Esercizio 152 Una carica puntiforme ¢ = 4,0 mC ¢ ferma nel punto P; = (0,0 m; —5,0 m; 4,0 m).
Determina il potenziale elettrostatico generato dalla carica nel punto Py = (3,0 m; 1,0 m; 2,0 m).

Il potenziale elettrostatico di un carica puntiforme g in un punto P dello spazio (o del piano,
come in questo esercizio) a distanza r dalla carica stessa vale:
1
=11 (19.90)
4mey r
Nell'usare questa espressione si suppone implicitamente che sia noto il potenziale in un punto a
distanza infinita e che li sia nullo. In questo caso la distanza r vale:

r= \/(xz —x)*+ (- )P+ (2 —z)m=
=JB-02+(1+52+(2-42m= (19.97)
=V9+36+4m=70m

Infine:
Nm’ 40 mC

o Tom - 5,14 x 100V (19.92)
,0m

V =9,0x10°

Esercizio 153 Si considerino tre cariche puntiformi: q; = 5,0 mC nel punto P; = (0,0 m; —5,0 m);
g2 = 12mC nel punto Py = (5,0 m;4,0 m); q3 = —4,0 mC nel punto P3 = (2,0 m; 8,0 m).
Determina il potenziale elettrostatico generato dalle cariche nel punto P = (1,0 m; 2,0 m).

Come abbiamo visto nel precedente esercizio il potenziale elettrostatico di un carica puntiforme
q in un punto dello spazio a distanza r dalla carica stessa vale:
1

y=—1 (19.93)

4meg v

Per il potenziale elettrostatico vale il principio di sovrapposizione, quindi il potenziale di un

distribuzione di cariche in un punto ¢ semplicemente la somma algebrica del potenziale in quel

punto delle singole cariche.

Calcoliamo le tre distanze e i tre potenziali.

r = \/(xp —x)2+ (- y)?m=yJ1-02+(2+5°m=vI+49m=+50m  (19.94)

ry = \/(xp — )2+~ )P m=(1+5%+(2-42m=+v36+4m=40m  (1995)

r3 = \/(xp—x3)2 + —33)?m = \/(1 ~2)2+(2-8)2m=vV1+36m=+37m (19.96)

Infine:

VeViateps L (D8 B

4me \ny ry I3

10° N m? <o,oo5c L o012C —o,oo4c) _
C? \\V/50m +40m J37m

N m?

=9,0x 10° ——(0,707 x 10™* Cy 18,97 x 1074 <
C2 m m

=9,0 x

—0,658 x 1074 E) =1,75x 1010V
m
(19.97)
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Esercizio 154 Calcola il lavoro necessario per spostare una ca- C: \

rica ¢ = —2,45 mC in un campo elettrico uniforme da un punto : =

A a un punto B, e dal punto A al punto C (come rappresentato : E
_>

in figura), sapendo che l'intensita del campo ¢ 1500 N/C e che :
la distanza tra i due punti ¢ 25 mm, in entrambe i casi. A e > B

Un modo per determinare il lavoro compiuto dalle forze elettriche nello spostamento di una
carica q attraverso il campo elettrico ¢ quello di misurare la differenza di potenziale tra i due punti.

Infatti: L
Vy— Vg = 2B (19.98)

Inoltre esiste un legame tra campo elettrico e variazione di potenziale lungo una certa direzione.
E=_vV (19.99)

Piti semplicemente, se siamo in una dimensione e il campo elettrico ¢ costante:
Va—Vg=E-Al (19.100)

dove Al ¢ il vettore spostamento tra il punto A e il punto B.
Nel nostro caso nella direzione AB il campo e lo spostamento hanno la stessa direzione e verso
quindi il lavoro che le forze del campo devono fare per spostare la carica g dal punto A al punto B

vale:

Lag = (VAo — V) q = E(Al) gcos(0°) =

3 L (19.101)
1500 N/C - 0,025m - (—2,45x 1073 C) = —9,19 x 102]

Invece nella direzione AC il campo e lo spostamento sono perpendicolari quindi il lavoro ¢ nullo.

Lac = (VAo — V) q = E(Al)gcos(90°) = 0] (19.102)

Esercizio 155 Una sfera di materiale conduttore di raggio ry = 73 mm e caricata con una carica
q = 13 pC. Determina:

L il potenziale in un punto a distanza r; = 40 mm dal centro della sfera;

2. il potenziale in un punto a distanza r, = 80 mm dal centro della sfera.

In un guscio sferico conduttore la carica si distribuisce uniformemente. All'esterno del guscio, a
partire dalla sua superficie, il potenziale ed il campo elettrico in ogni punto dello spazio ¢ lo stesso
che si avrebbe se la carica fosse posta in un solo punto al centro della sfera. Se invece siamo dentro
la sfera il potenziale ¢ uniforme e ha lo stesso valore assunto sulla superficie; il campo elettrico
invece ¢ nullo.

Come negli esercizi precedenti possiamo ancora scrivere in generale:

y=_114 (19.103)
4dmeg r
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19.6 Potenziale elettrostatico

1. Seil raggio del guscio ¢ r; = 73 mm, alla distanza r; = 40 mm dal centro siamo dentro la sfera.
Di conseguenza il potenziale vale:

2 13uC
Vi) = ——3 —90x100 NI 2HY 60w 109V (19.104)
dmey 1 C2 73mm

2. Invece alla distanza r, = 80 mm siamo fuori dal guscio; di conseguenza possiamo scrivere:

2 13C
Vi) = ——2 — 95100 M= 2K

dmey 1y C2 80 mm

=1,46x10°V (19.105)

Esercizio 156 Due sfere concentriche, di materiale conduttore, di raggior; = 14cmer, = 23 cm,
sono caricate rispettivamente con una carica q; = 43 uC e q, = 78 pC. Determina:

L. il potenziale in un punto a distanza r, = 7 cm dal centro delle sfere;

2. il potenziale in un punto a distanza r, = 19 cm dal centro delle sfere.

Per trovare risposta ai due quesiti abbiamo bisogno di conoscere quale sia il potenziale in un
punto dello spazio in presenza di un guscio sferico conduttore carico e il principio di sovrapposi-
zione. Il primo aspetto ¢ stato discusso negli esercizi precedenti. Il principio di sovrapposizione ci
dice inoltre che il potenziale in un punto dello spazio dove sono presenti due distribuzioni di carica,
ognuna delle quali singolarmente determinerebbe in quel punto rispettivamente un potenziale V;
e V5, & la somma algebrica dei due potenziali.

1. Il primo punto si trova dentro entrambe le sfere.
Il potenziale dovuto alla prima sfera vale:

243C
Vi(r,) = B T Nm” 23p% _ 2,76 x 100V (19.106)
dmey 1y C? 14cm
Il potenziale dovuto alla seconda sfera vale:
278 C
Vy(r) = —— 2 — 90x 109 NI EHE 5 05k 106y (19.107)
dmey 1y C% 23cm
Il potenziale totale:
Viota = Vi(ra) + Vo(ry) = 2,76 x 10°V + 3,05 x 10°V = 5,81 x 10° V (19.108)

2. Il secondo punto si trova fuori dalla prima sfera, ma dentro la seconda.
Il potenziale dovuto alla prima sfera vale:

2431C
Vi(rp) = B S I L ad B VIR Y (19.109)
dmey 1y C2 19cm
Il potenziale dovuto alla seconda sfera vale ancora:
2781uC
Va(ry) = — 2 = 9.0x 10° NmZOH> _ 3 05x 106V (19.110)
dmey 1y C2 23cm
Il potenziale totale:
Vit = Vi(rp) + Vo(rp) = 2,04 x 100V + 3,05 x 10°V = 5,09 x 10° V (19.111)
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Esercizio 157 Due sfere di materiale conduttore, rispettivamente di raggior; = 73mmer, =
58 mm, sono caricate rispettivamente con una carica q; = 4,5nC e gy = 7,2 pC.
Le due sfere vengono poste in contatto e allontanate. Determina:
L il potenziale a cui si trovavano le sfere prima del contatto e dopo;
2. la carica presente su ogni sfera dopo il contatto.

Il potenziale elettrico di una sfera carica dalla sua superficie e oltre vale:

y=_114 (19.112)
4meg v

dove g ¢ la carica distribuita sulla sfera e rla distanza dal centro della sfera.
Per cui possiamo determinare il potenziale di ogni sfera:

2 —6
45x1075C
v = L3 g q00 NMT A X =555%x100V (19.113)
4mey ry C2 73x103m
2 —6
7,2x107°C
V= 8 _gp,q00 NI —112x10°V (19.114)
4 1y C? 58x103m

Una volta che le due sfere sono poste in contatto si ha una ridistribuzione di carica in modo da
stabilire lo stesso potenziale su entrambe le sfere. Inoltre, per la conservazione della carica, la somma
algebrica delle cariche sulle due sfere, prima e dopo il contatto, deve essere la stessa.

Vi = Vos (19.115)
1 G _ 1 %t
ey ry 4mey 1y (19.116)
Qi + @i = Qif + @2f = Grot

Le due condizioni precedenti ci danno un sistema di due equazioni in due incognite (le nuove
cariche sulle sfere). Eliminiamo il fattore comune nella prima equazione e mettiamo in evidenza

¢ nella seconda.
e _ Qo

" r (19.117)
@f = Gtot — qif

@ _ Yot — qif
r 2

19.118
qitr2 = (qtot - qlf)rl ( )
Qif 2 + qi1f "1 = Groth1
r 45x10°C+72x107°C)-73x103m
Grot _ ) —6,52x1076C (19.119)

ne= rn+n 73%x103m+58x103m

G = Grot — qif = (45%x107°C+7,2x107°C)-65x10°C=5,18x10"°C  (19.120)

Possiamo infine calcolare il potenziale su una sfera. Come controllo verifichiamo di ottenere lo
stesso potenziale su entrambe le sfere.

1 Nm?6,52x107°C
vy = L3 g0 q00 20

=8,04x10°V (19.121)
4mey 1y C2 73x103m
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19.6 Potenziale elettrostatico

2 -6
1 @:9’0X109Nm 5,18 x107° C

=8,04x10°V (19.122)
4mey 1y C? 58x103m

V2 =

A seconda degli arrotondamenti nei calcoli intermedi si potrebbero ottenere due risultati
leggermente diversi.
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19.7 Condensatori

Esercizio 158 Tra le armature di un condensatore piano, poste a 1,5 mm tra loro, ¢ stabilita una
d.d.p. di 70 V. Quanto vale il campo elettrico tra le armature?

Trale armature di un condensatore piano il campo € idealmente uniforme, diretto dall’armatura

con carica positiva a quella negativa, e di intensita:

_dv (19.123)

E=-=
dl

Dove dV ¢ la d.d.p. tra le armature e d/ la distanza tra le stesse.

|E| = oV o__70v =4,6x10*V/m (19.124)
I,S5mm  0,0015m

Esercizio 159 Abbiamo tre condensatori collegati in serie a cui é applicata una differenza di
potenziale AV = 9,0V. I condensatori hanno le seguenti capacita: C; = 37nF; Cy, = 13nF;
C; = 48 nF. Trova:

L la capacita equivalente dei tre condensatori;

2. la carica accumulata ai capi di ogni condensatore;

3. la tensione ai capi del secondo condensatore.

1. Seicondensatori sono in serie la capacita equivalente ¢ legata alla somma dei reciproci della

capacita dei singoli condensatori:

L _r 1.1 1 + L + 1 = 1,248 x 103 F !
Coot C1 C G 37x10°F 13x10°F 48x107°F
Ciot = 8,01 x 107 F

(19.125)

2. Sulle armature dei condensatori posti in serie si accumula la stessa carica.

—C]| |+q —C]| |+q —C]| |+q
| | | |
G G Gs

+

[
AV
Determiniamo il valore comune di questa carica applicando la definizione di capacita al

condensatore di capacita equivalente ai tre in serie:

q

Cop = ——
RN (19.126)

q=Cior AV =8,01x10°F-90V =721x10"8C
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19.7 Condensatori

3. Per determinare la differenza di potenziale ai capi del secondo condensatore applichiamo
anche ad esso la definizione di capacita:

C2 = —q
AVz (19.127)
21x1078C '
AVZ = i = & =555V

C, 13x107°F

Esercizio 160 Abbiamo tre condensatori collegati in parallelo a cui e applicata una differenza
di potenziale AV = 9,0 V. I condensatori hanno le seguenti capacita: C; = 37nF; Cy = 13nF;
C; = 48 nF. Trova:

L la capacita equivalente dei tre condensatori;

2. la carica accumulata ai capi di ogni condensatore;

3. la tensione ai capi del secondo condensatore.

1. Seicondensatori sono in parallelo la capacita equivalente ¢ uguale alla somma delle capacita
dei singoli condensatori:

Coot =C1 +C, +C3=37x10F+13x 10 F+48x10°F=9,8x 107 8F  (19.128)

2. Sulle armature dei condensatori posti in parallelo la carica si distribui- —gs| 1+
sce proporzionalmente alla capacita. Determiniamo il valore di questa
carica applicando la definizione di capacita ad ogni condensatore: C
3
C= a4 —q2| | 192
AV
g1 =Ci-AV=37x10""F-90V=333x103C (19.129) C,
g =Cy-AV=13x10""F-9,0V=117x10"3C —q1| 1+q
g3 =C3- AV =48x10°F-9,0V =432x105C
C
3. Per la configurazione in parallelo la differenza di potenziale ai capi di | ! n
ogni condensatore ¢ la stessa, quella applicata al sistema: | |
AV

AV, = AV = 9,0V (19.130)
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Esercizio 161 Abbiamo quattro condensatori collegati ad un generatore come indicato nella figura
seguente. Il generatore fornisce una tensione AV = 9,0 V. I condensatori hanno le seguenti capacita:
C; =10nF; Gy = 20nF; C3 = 30 nF ; C4 = 40 nF. Trova:

Gy
N | | G
L la capacita equivalente dei quattro condensatori;
2. la carica accumulata ai capi di ogni condensatore; AV—— o, ——
3. la tensione ai capi di ogni condensatore. T !
0

1. Per trovare la capacita equivalente dei quattro condensatori semplifichiamo il circuito, identifi-
cando via via quali condensatori sono in serie e quali in parallelo (se possibile).

Nella nostra figura abbiamo i condensatori 2 e 3 che sono in serie. Disegniamo un nuovo
circuito in cui rappresentiamo il condensatore Cy3 di capacita equivalente ai due.

11,1 _ 1 1 _3+42_ 5
C23 C2 C3 20 nF 30 nF 60 nF 60 nF
Cps = 200 _ 1o p (19.132)

(19.131)

Ora vediamo che Cy3 e C4 sono in parallelo. | |

Cozq = Co3 + G4 = (19.133) AV ¢,
12nF + 40 nF = 52nF

Ora abbiamo C,34 in serie con Cy.

Cq L Cos
]

HE

1 _ 1,1 _ 1 .1 _26+45_ 31 % }
Ctot Cl C234 10 nF 50 nF 260 nF 260 nF AV —— Cl 0234
o = 2000E _ g 4nF (19.134)

. Per determinare la carica accumulata ai capi di ogni condensatore applichiamo la definizione di
capacita a tuttiicondensatori, partendo dalla configurazione finale precedente e poi procedendo
a ritroso. Applicando la definizione di capacita al sistema con un solo condensatore possiamo

scrivere: q

Crot = ﬁ © Gt = CeotAV = 8,4nF- 9,0V = 75,6 nC (19.135)
La differenza di potenziale applicata ¢ evidentemente quella del generatore. Se poi torniamo
indietro alla configurazione con Cy34 € C; in serie possiamo dire che la carica che si accumula

sulle loro armature ¢ la stessa, ed ¢ la stessa del condensatore equivalente a tutto il circuito.

1 = 9234 = Grot (19.136)

Guardiamo alla configurazione precedente: i condensatori Cy3 e C4 sono in parallelo, quindi
hanno in comune la diffenza di potenziale: questa informazione ci consentira di trovare la
carica alle loro armature. Prima determiniamo la differenza di potenziale del condensatore

equivalente Cysy.

q234 G234 75,6 nC
s AVyzy = =
AV234 C234 52 IlF

C234 = = 1,45V (19137)
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AV4 = AV23 = AV234 (19138)
Ora possiamo scrivere:
C4 = q—4 5 q4 = C4 . AV4 =40nF - 1,45V =58nC (19139)
AV,
C23 = Aq% 5 Q23 = C23 . AV23 =12nF- 1,45V = 17,4 nC (19140)
23

Infine, siccome C, e C5 sono in serie, la carica che si deposita alle loro armature ¢ la stessa che
si deposita nel condensatore ad essi equivalente.

92 =43 =923 (19.141)

3. Per quanto riguarda la differenza di potenziale ai capi di ciascun condensatore abbiamo gia

determinato AV}. Conosciamo gia tutte le cariche e capacita e quindi, applicando ancora la
definizione di capacita scriviamo.

q _ @1 _756nC

C, = LAV =2 = = 7,56V (19.142)
AVl Cl 10 nF

o= . Ay =R 174000y (19.143)
AVZ C2 20 nF

C; = EN . AV = 9 _ 174 n€ =0,58V (19.144)
AV3 C3 30 nF

Esercizio 162 Un condensatore di capacita C; = 25 pF é sottoposto ad un differenza di potenziale
AV = 12,0 V. Una volta carico e collegato in parallelo con un condensatore di capacita C, = 35 pF
inizialmente scarico. Trova:

1. lenergia inizialmente accumulata nel primo condensatore;

2. la tensione ai capi dei due condensatori dopo il collegamento;

3. la carica che si accumula nel secondo condensatore dopo il collegamento;

4. l'energia accumulata nei due condensatori dopo il collegamento:

¢ verificata la conservazione dell’energia?

1. L'energia inizialmente accumulata nel primo condensatore vale:
E, = %CI(AV)Z = %25 HF(12,0V)? =1,8x1072] (19.145)

2. Dopo il collegamento la carica si ridistribuisce tra i due condensatori: deve valere il principio
di conservazione della carica.
La carica Q inizialmente accumulata sulle armature del primo condensatore vale:

=C;AV =25pF- 12,0V =3,0x10"4C (19.146)
il

Dopoil collegamento, all'equilibrio elettrostatico, i terminali dei due condensatori si troveranno
allo stesso potenziale. Di conseguenza la nuova differenza di potenziale AV a cui si trovano i
due condensatori & la stessa. Quindi:

q1+q2 =0
C1AV; + C,AV; = Q
(C1+C)AVs=Q (19.147)
3,0x1074C
avp= 9o 30 =50V

C;+C, 25pF+35pF
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3. La carica che si accumula nel secondo condensatore dopo il collegamento vale:
g2 = C,AV; =35uF-50V =1,75x1074C (19.148)

4. L'energia accumulata nei due condensatori dopo il collegamento ¢ la somma dell’energia

accumulata in ogni singolo condensatore:
Ef = E1 + E2 =

1 1 (19.149)
Ecl(AVf)z + ECZ(AVf)Z

%25 uF (5,0 V)2 + %25 HE (5,0V)? = 0,75x 1073

La conservazione dell’energia non ¢ apparentemente verificata perché il processo di ridistri-
buzione della carica ¢ legato anche ad altri processi in cui confluisce I'energia che qui non

compare piu.
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20 Circuiti elettrici in corrente continua

20.1 Intensita di corrente

Esercizio 163 La sezione di un conduttore é attraversata da una carica q; = 0,67 C ogni 17
minuti.
Qual é l'intensita di corrente?

Circuiti elettrici in corrente continua

L'intensita di corrente che attraversa una data sezione di un conduttore ¢ il rapporto tra la
carica Q che l'attraversa e l'intervallo di tempo At che ha impiegato ad attraversarlo.

-2

At

Nel S.I. I'intensita di corrente si misura in ampere (A), la carica in coulomb (C) e il tempo in
secondi. In questo caso dobbiamo trasformare I'intervallo di tempo in secondi.

(20.1)

At =17min = 17 -60s = 1020 s (20.2)
Quindi:
0,67 C _
[==2"—"=656x10"*A (20.3)
1020 s

Esercizio 164 Un conduttore ¢ attraversato da una corrente d'intensita I = 12 A. Sapendo che
la carica di un elettrone vale g, = 1,6 x 10°*° C quanti elettroni attraversano ogni secondo il
conduttore dato?

Una intensita di corrente di 12 A significa che ogni secondo una sezione del conduttore ¢
attraversata da una carica di 12 C. Quindi in questo caso la carica Q che passa ogni secondo ¢ data
dalla carica di un elettrone g, per il numero di elettroni N, che sono passati: Q = g,N,. Quindi:

N, = Q___12Cc_ 7,5 x 1017 (20.4)
g 1,6x10719C
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20.2 lelllegge di Ohm

Esercizio 165 Le estremita di un conduttore, attraversato da una corrente la cui intensita vale
I = 12 A, sono sottoposte ad una differenza di potenziale V = 125V.
Quanto vale la resistenza del conduttore?

LaIlegge di Ohm stabilisce che in un conduttore elettrico, entro opportune conduzioni, il
rapporto tra l'intensita della corrente che lo attraversa e la differenza di potenziale o tensione
applicata ai suoi estremi € costante: chiamiamo la costante resistenza elettrica del conduttore. Se la
corrente € misurata in ampere e la tensione in volt allora la resistenza ¢ misurata in Ohm.

r=4Y (20.5)
1
In questo caso:
R=12V _ 1060 (20.6)
12A

Esercizio 166 Un conduttore di forma cilindrica ha il diametro di 3 mm, un lunghezza di 12 m ed
é fatto di rame.

L Quanto vale la sua resistenza?

2. Quale l'intensita di corrente da cui é attraversato se applichiamo alle sue estremita una differenza
di potenziale V=15V ¢

La seconda legge di Ohm ci dice quanto vale la resistenza di un conduttore di forma cilindrica
di cui conosciamo sezione S, lunghezza [ e resistivita p ovvero un parametro caratteristico della
sostanza di cui é fatto il conduttore. Allora la sua resistenza R ¢ uguale a:

l
R=pl 20.7
P (20.7)

La sezione del conduttore ¢ circolare. Il raggio del conduttore vale:

0,003
r:g: 32““: > = = 0,0015m (20.8)

La sezione é:
S =mr?=3,14-(0,0015m)? = 7,07 x 10°® m? (20.9)

Dalle tabelle possiamo leggere che la resistivita del rame vale 0,0178 x 10~% Q m e quindi:

0,0178 - 12 Qm”® _
R=pl=00178x10°Qm. — 120 _ M _302x10°2Q  (20.10)
S 7,07 x 1076 m? 7,07  m?
Per trovare la corrente che attraversa il conduttore applichiamo la prima legge di Ohm R = ATV,
mettendo in evidenza la nostra grandezza incognita, la corrente.
I= AV LV =496 A (20.11)

R 3,02x1072Q
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20.3 Legge di Joule

Esercizio 167 Una stufa elettrica da 1500 W e sottoposta ad una tensione V. = 225V. Qual ¢ la
resistenza della stufa?

Le stufe elettriche sfruttano I'effetto Joule per produrre calore. La potenza della stufa P ¢ legata

alla resistenza R della stessa e alla corrente I che I'attraversa o alla tensione Valla quale ¢ sottoposta.

La legge che definisce questo legame ¢ la legge di Joule:

P:RIZZV—2
R

(20.12)
Possiamo ricavare dall'ultima espressione un legame tra la resistenza incognita e la potenza

con la tensione.

vZ  (225V)?

R= =
P 1500 W

=33,75Q (20.13)

20.4 Circuiti di resistenze

Esercizio 168 Un circuito é costituito da un resistenza R = 150 Q e un generatore di tensione
(ideale) da V = 12'V. Trova la corrente erogata dal generatore e il verso della corrente che vi circola

KA

Il nostro circuito ¢ estremamente elementare. L'unica resistenza e il generatore hanno i capi
in comune. Quindi la differenza di potenziale applicata ai capi della resistenza & proprio quella

fornita dal nostro generatore. Possiamo applicare alla resistenza la prima legge di Ohm (R = ATV) e
ricavare la corrente che la attraversa.

_AV_ 12V g (20.14)

R 15Q
Per trovare il verso della corrente consideriamo che le cariche positive si muovono dal polo
positivo (la linea pitt lunga) al polo negativo (la linea piu corta) del generatore. Per cui possiamo

disegnare:
R

i
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Esercizio 169 Un circuito e costituito da una resistenza R = 15 Q e da un generatore di tensione
(reale) da V = 12V la cui resistenza interna vale R; = 5Q.

1. Semplifica le resistenze date ad una sola, spiegando come sono interconnesse.

2. Trova la corrente erogata dal generatore.

3. Trova la differenza di potenziale ai capi della resistenza R.

R

R
A%V

1. Rispetto all’'esercizio precedente qui il generatore ¢ reale e quindi ha una sua propria resistenza
interna. Il generatore di questo tipo viene rappresentato con una resistenza in serie con un
generatore ideale.

Le due resistenze del circuito sono in serie perché si trovano una di seguito all’altra sullo stesso
ramo o filo. Geometricamente appaiono in parallelo, ma la geometria del circuito non ha quasi
nessuna importanza: quello che importa ¢ la sua topologia, cio¢ come gli elementi sono tra
loro interconnessi.

Le due resistenze sono equivalenti ad un'unica resistenza il cui valore é:

R.=R+R =150+5Q=20Q (20.15)

2. Il circuito adesso ¢ ridotto ad un’unica resistenza ed un generatore ideale. Possiamo ricavare la
corrente che attraversa il circuito con la prima legge di Ohm.

[_AV_ 12V _

12V _h6a (20.16)
R, 20Q

Rispetto all’esercizio precedente, pur a parita di carico (cioe di resistenza) applicata al generatore,
la corrente erogata ¢ diminuita sensibilmente.

3. In questo caso la d.d.p ai capi della resistenza R non ¢ il valore nominale della d.d.p. ai capi del
generatore (V = 12V), perché quel valore vale solo quando non applichiamo nessun carico.
Invece doppiamo tenere conto che la d.d.p. ai capi del generatore ideale ¢ uguale alla somma
della caduta di potenziale AVy ai capi della resistenza interna, piu la caduta di potenziale AV
ai capi della resistenza R.

Quest’ultima d.d.p. puo essere ottenuta applicando la prima legge di Ohm alla resistenza R:

AV
R=—2X (20.17)

i
AVg=RI=15Q-0,6A =9V (20.18)

La tensione effettivamente disponibile ai capi della nostra resistenza ¢ sensibilmente inferiore
a quella nominale del generatore. Questo fenomeno sarebbe stato tanto piu sensibile quando
piu piccolo fosse stato il valore della resistenza collegata.
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Esercizio 170 Un circuito e costituito dalle resistenze Ry = 25Q, Ry =35Qed R3 = 80Q e da
un generatore di tensione (ideale) da V =7V,
1. Semplifica le resistenze date ad una sola, spiegando come sono interconnesse. 2 O
2. Trova la corrente erogata dal generatore.
3. Trova la differenza di potenziale ai capi della resistenza Rs.
4. Trova la corrente che attraversa la resistenza R.

Ry
Ry Ry

Quando abbiamo pil elementi circuitali tra loro interconnessi spesso non dobbiamo guardare a
come sono disposti, ma a come sono collegati, a prescindere da quella che & I'orientazione che viene
data loro. Quello che ¢ fondamentale ¢ la topologia del circuito e non semplicemente la geometria.

Circuiti elettrici in corrente continua

1. Nel nostro circuito le resistenze R, e R3 sono poste “in parallelo” perché hanno i capi in comune.
E vero inoltre che siano disposte parallelamente tra di loro. Tuttavia questo era vero anche
nell’esercizio precedente dove cid nonostante le resistenze erano in serie. La disposizione
geometrica da sola non ¢ in grado di fornire indicazioni attendibili.

Le due resistenze sono quindi equivalenti ad un’unica resistenza che chiamiamo Rj3 e che
possiamo trovare sommando gli inversi delle resistenze date:

4+t r_ 1 1 __23 (20.19)
Rys R, Ry 35Q 80Q 5600Q
R23 = %Q =24Q (2020)

Il nostro circuito ora & diventato cosi:

Ry

Ry3

Le resistenze R; e Ry3 sono poste in serie perché si trovano una di seguito all’altra sullo stesso
ramo o filo. Esse sono equivalenti ad un’unica resistenza il cui valore &:

R123 = R23 + Rl = 24Q + 25 Q = 499 (2021)

11 circuito si & ulteriormente ridotto:

_

Ry3

2. Infine l'unica resistenza rimasta e il generatore hanno i capi in comune. Quindi la differenza
di potenziale applicata ai capi della resistenza ¢ proprio quella fornita dal nostro generatore.
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Possiamo applicare alla resistenza la prima legge di Ohm (R = ATV) e ricavare la corrente che la

attraversa.
_ M A

R 49Q

3. Per trovare la differenza di potenziale ai capi della resistenza R3 osserviamo che Rz, R, e la

loro resistenza equivalente Ry3 hanno i capi in comune: quindi si trovano alla stessa tensione.

Allora osserviamo il primo circuito semplificato che abbiamo disegnato, quello con R,3. In

quella resistenza circola la corrente i che abbiamo trovato alla fine. Se applichiamo a questa
resistenza la prima legge di Ohm possiamo scrivere:

=0,14A (20.22)

AV23 - R23i =24 Q . 0,14A = 3,4V (2023)
Questa ¢ anche la differenza di potenziale ai capi delle resistenze R, e Rs.
AV23 = AVZ = AV3 (2024)

4. Ora che conosciamo la differenza di potenziale ai capi della resistenza R, possiamo ancora
applicare la prima legge di Ohm per ricavare la corrente che circola in quel ramo:

AV, 34V
=2 =32V 40 (20.25)
R~ 24Q
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Esercizio 171 Un circuito é costituito dalle resistenze Ry =
35Q, Ry = 55Qed Ry = 70 Q e da due generatori di tensione Ry

(ideali) da V; = 15V e V, = 45 V. — "\ N\

Trova la corrente che circola in ogni ramo del circuito, in

modulo e verso.
AN

Quando nel circuito abbiamo pitt generatori possiamo risolvere il circuito, ovvero trovare la
corrente che circola in ogni ramo, risolvendo il circuito come se ci fosse un generatore alla volta.
Infine la corrente in ogni ramo sara la somma algebrica della corrente trovata in quel ramo con
ogni singolo generatore.

Un metodo piu semplice ed efficace ¢ pero quello detto di Kirchhoff o delle maglie, che consiste
nell’'applicare le leggi di Kirchhoff ad un numero opportuno di nodi e maglie, in modo da avere un
sistema lineare le cui incognite sono le correnti dei singoli rami del circuito.

La prima legge di Kirchhoff stabilisce che la somma algebrica delle correnti che confluiscono
in un nodo ¢ uguale a zero. La seconda legge stabilisce che la somma algebrica delle cadute di
tensione negli elementi di una maglia ¢ uguale a zero.

Se in un circuito ci sono N nodi ed R rami allora i nodi indipendenti (cio¢ tali che in essi
converga una corrente che non converge in tutti gli altri) sono N — 1, e le maglie indipendenti
sonoR— (N —1).

Nel nostro circuito ci sono due nodi, che chiamiamo A e B: solo uno di questi due ¢ indipendente.
Ci sono inoltre tre possibili maglie, ovvero tre possibili circuiti chiusi, ma solo due su tre sono
indipendenti. Due delle maglie sono date dai due circuiti che nella figura appaiono come due
rettangoli sovrapposti; la terza maglia ¢ quella che si ottiene percorrendo tutto il rettangolo piu
esterno del circuito di partenza.

Il metodo comincia assegnando un verso arbitrario e un nome a tutte le correnti che circolano
nel circuito; si assegna poi un verso arbitrario di percorrenza alle maglie scelte. Ricaviamo quindi
la seguente figura.
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Adesso applichiamo la prima legge di Kirchhoff al nodo A e la seconda legge alle due maglie.
Osserviamo che nel nodo A abbiamo tre correnti entranti (quindi con lo stesso segno) e nessuna
corrente uscente. Inoltre il generatore di tensione ¢ preso con il segno pitt (a primo membro) se
il verso di percorrenza della maglia lo attraversa dal polo positivo al negativo. Infine le cadute di
tensione nelle resistenze sono prese positive se il verso di percorrenza della maglia ¢ concorde con
la corrente del ramo; negative altrimenti.

i1 tip +ig = 0A
R2i2 - Rlil + Vl =0 (2026)
R3i3 - Rziz - V2 =0

OVVEro:
i +iy+i3=0A
55Qiy —35Qi; + 15V = 0 (20.27)
70 Qiz — 55 Qiy — 45V = 0

Possiamo risolvere il sistema lineare con in metodo di sostituzione o di Kramer ad esempio.
Usiamo il metodo di sostituzione. Mettiamo in evidenza la corrente i3 nella prima equazione e
sostituiamola nelle altre due.

i3 = =iy — Iy

55Qiy —35Qi; + 15V =0 (20.28)
—70 Qi; — 70 Qiy — 55Qiy — 45V = 0

55Qiy —35Qi; +15V =0

(20.29)
~70Qi; — 125Qiy —45V =0
Mettiamo in evidenza i; nella prima e seconda equazione:
. —15V—55Qi, 45V + 125Qi,
i = - (20.30)

-35Q -70Q
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Ora abbiamo un equazione di primo grado in iy:

§A + E12 = —iA - §lz
7 7 14 14
(Ga+7)a=(5-7)e
(15) ( 47). (20.31)
2)A=(-= )i,
14 14
iy = D 5304
47

Sostituendo questo valore in una delle equazioni (20.30) otteniamo il valore di i;. Dalla prima
equazione del sistema (20.28) otteniamo anche il valore di i5.

ij =—0,073A ; i3=039A (20.32)

Il verso delle corrente ¢ quello precedentemente disegnato se il segno trovato per la corrente ¢
positivo, come per i3. Il verso effettivo delle altre due correnti ¢ 'opposto di quanto disegnato,
perché per esse abbiamo ottenuto un segno negativo. Non ¢ uno sbaglio aver dato quei versi, ma ¢
la potenza del metodo: disegnare un verso a caso, senza necessita di ragionamenti, per poi trovare
il verso effettivo alla fine dei calcoli.

Osservazioni. Nelle precedenti versioni di questo file avevo applicato la seconda legge di
kirchhoff nella maniera con cui I'avevo studiata all’'universita, con le tensioni dei generatori a
secondo membro dell'equazione. Mi ¢ sembrato piu coerente con la formulazione del principio
scrivere tutti i termini a primo membro. In ogni caso c’era il segno sbagliato per tutte e due le
tensioni.

Nel caso in cui in un ramo ci siano piu resistenze la corrente che le attraversa ¢ la stessa. Se
nelle soluzioni di qualche testo compaiono piu correnti che rami ¢ solo per specificare la corrente
delle singole resistenze.
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20.6 Circuiti di resistenze e condensatori

Esercizio 172 Un circuito é costituito dalla resistenza R = 15Q e | |
da due condensatori di capacita C; = 13nF e Cy = 24 nF. C
Il circuito (mostrato in ﬁgura) é inizialmente aperto; nei condensatori h g 2
¢ contenuta una carica iniziale rispettivamente Q; = 45nCe Qy = ||+
83 nC. | |
Trova la corrente che circola nell’istante in cui il circuito viene chiuso. C

Il nostro circuito € formato da un'unica maglia con resistenze e condensatori. Per trovare la
corrente erogata nell’istante in cui il circuito € chiuso possiamo applicare alla maglia la seconda
legge di Kirchhoft. Nel circuito la resistenza ¢ un elemento passivo; invece i due condensatori
(carichi) sono del tutto assimilabili a generatori di tensione. Il segno da attribuire ai vari elementi ¢
determinato dopo aver scelto (arbitrariamente) un verso di percorrenza alla maglia: scegliamo il
VErso orario.

La somma delle cadute di tensione lungo gli elementi della maglia ¢ uguale alla somma algebrica
delle forze elettromotrici applicate. Per convenzione il generatore genera una tensione positiva se
¢ attraversato dal polo positivo a quello negativo. Guardando la figura il condensatore uno ¢ da
prendersi col segno positivo; il condensatore due con il segno negativo. Di conseguenza:

ri Gl 10 (20.33)

G G
dove Ri & la caduta di tensione ai capi della resistenza e |Q|/C & la differenza di potenziale ai capi
di ogni condensatore. Questa condizione vale esattamente solo quando il circuito ¢ stato appena

chiuso e le cariche dei condensatori sono ancora quelle indicate.
Ricaviamo quindi la corrente dalla precedente espressione.

i:l<@—@> 1 (45nC_83nC

= ) =21x10"%A (20.34)
R Cl C2 13 nF 24 IlF

T 15Q

Esercizio 173 Il circuito qui di seguito indicato é formato
da due resistenze e un condensatore. All'istante iniziale il

circuito e aperto e il condensatore scarico. H |

Ry =40 Ry = 2309 C = 12mG; V = 25V, N
L Trova la corrente erogata dal generatore al momento - ¢ Ry R,

della chiusura del circuito. +‘|/1

|

2. Trova la corrente erogata dopo 1,35 secondi. L
3. Trova quanto dobbiamo aspettare affinché la corrente
erogata si riduca a tre millesimi di quella iniziale.

Il circuito rappresentato in figura ¢ un circuito RC. La resistenza ¢ pero costituita da due
resistenze in parallelo. Per studiare la corrente erogata dal generatore dobbiamo trasformare le
resistenze in un’unica resistenza equivalente in modo da avere un usuale circuito RC elementare.
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Le due resistenze sono quindi equivalenti ad un’unica resistenza che chiamiamo R, e che
possiamo trovare sommando gli inversi delle resistenze date:

1 1 1 1 1 27

I + = (20.35)
R. R, R, 40Q 230Q 920Q
R=220~3410 (20.36)
27
Il nostro circuito ora & diventato cosi:
1 |
|
C
R
< y,
+,

L. In un circuito RC la corrente erogata all’istante iniziale, se il condensatore ¢ inizialmente
scarico, ¢ la stessa che si avrebbe se il condensatore non ci fosse. Applicando la prima legge di
Ohm possiamo scrivere quindi:

V 25V

(0) =1y R, 341Q

=0,73A (20.37)

2. Dopo l'istante iniziale la corrente segue un andamento esponenziale dato dalla seguente legge:

t
i(t) = ge<_l’3—C> (20.38)
Nel nostro caso possiamo scrivere:
(_ 1,35s )
i(1355) = -2¥_\ 341Q-12x103C/ — 9274 (20.39)

34,1Q

3. Sela corrente si riduce a tre millesimi di quella iniziale deve valere la seguente condizione:

ig = i(t 20.40
10000 ) ( )

Scriviamo per esteso la precedente equazione e mettiamo in evidenza il tempo incognito.

3 v vz

1000R. R
()
3 L
2 _ e\ RC
000~ € (20.41)

(7o) =~
In(——)=-—
1000 RC

t= —1n<i)RC: —ln(i)-34,19-12x 1073C=2.2s
1000 1000
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20.6 Circuiti di resistenze e condensatori
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2 1 Magnetostatica

Esercizio 174 Un flusso di particelle cariche, di carica pari a quella dell’elettrone, si muove con
velocita v = 3,8 x 107 m/s nel verso positivo dell'asse x, lungo un condotto orizzontale, largo
[ = 2,00 cm. Sul condotto e perpendicolarmente ad esso, verso l'alto, agisce un campo magnetico
uniforme e costante B = 0,45T.

1. Trova la forza magnetica che agisce su ogni carica nel condotto.

2. Trova la d.d.p. di Hall agli estremi del conduttore.

3. Trova l'intensita del campo elettrico che puo equilibrare la forza magnetica presente.

1. La forza che agisce sulle particelle ¢ la forza di Lorentz : in questo caso velocita e campo

magnetico sono perpendicolari.

F = qvBsin(90°) = 1,60 x 10712 C-3,8x 10" m/s-0,45T =2,7x 102N (2L1)

2. Ladifferenza di potenziale di Hall agli estremi del conduttore ¢ data da:

AV =IvB=0,02m-3,8x 10" m/s-045T = 3,42x 10° V (21.2)

Questa tensione ¢ elevatissima perché non abbiamo un normale conduttore, ma solo una

condotta con particelle ad alta velocita.
3. Per equilibrare la forza magnetica dovremmo avere una forza elettrica uguale e contraria:

F,=F, ; qE = qvB, (21.3)

Per cui il campo elettrico, se la velocita ¢ perpendicolare al campo magnetico come in questo

caso, deve valere:

E=vB=38x10"m/s-045T = 1,7x 10’ V/m (21.4)
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211 Forza su un filo percorso da corrente (Il legge di Laplace)

21.1 Forza su un filo percorso da corrente (Il legge di Laplace)

Esercizio 175 Un filo rettilineo ¢ attraversato da un corrente A
continua ed é immerso in un campo magnetico uniforme e costante.

Il filo ¢ lungo | = 4,5dm, la corrente ha una intensita i = 0,70 A, i

il campo magnetico ha un'intensita B = 34 mT e forma un angolo a
a = 30° con il verso positivo del filo (individuato dal verso della B
corrente).

Trova, in modulo direzione e verso, la forza che agisce sul filo.

Sul filo descritto nel testo agisce una forza, quantificata dalla II legge di Laplace:

F=ilnB (21.5)
Il modulo della forza vale quindi:
F = ill]|B| sin(e) = 0,70 A - 0,45m - 0,034 T sin(30°) = 5,4 x 1073 N (21.6)

Per trovare il verso della forza applichiamo la regola della mano destra. Se indichiamo con
I'indice il verso della corrente e con il medio il verso del campo magnetico, la forza avra il verso del
pollice, perpendicolare al piano degli altri due vettori. In questo caso la forza ¢ entrante rispetto al
piano del foglio.

21.2 Campo magnetico di un filo percorso da corrente

Esercizio 176 Un filo rettilineo di lunghezza infinita é attraver- i
sato da una corrente di 2 A.

Trova, in modulo direzione e verso, il campo magnetico a 28 cm

nel punto P indicato in figura.

Intorno al filo dato si forma un campo magnetico. Il vettore campo magnetico Bnel punto P ¢
un vettore che giace su un piano perpendicolare al filo percorso da corrente.

Tracciamo una circonferenza centrata sul filo, passante per il punto P e appartenente al piano.
Il vettore campo magnetico parte da ogni punto della circonferenza ed ¢ ad essa perpendicolare.
Il verso ¢ dato dalla regola della mano destra: se il pollice ¢ orientato come la corrente, le dita

avvolgono il filo nel verso del campo magnetico.
Il valore del campo in un punto dipende solo dalla sua

distanza r dal filo e dall'intensita i della corrente che lo
attraversa, secondo la legge di Biot-Savard :

B(r) = K0! (217)

21tr

dove fi ¢ la permeabilita magnetica del vuoto. Quindi:
—7 N A—2
=40 NAZ 2A 499107 NA2m ™! = 143x 10°°T (21.9)
21 0,28 m
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21.3 Campo magnetico di due fili percorsi da corrente:
legge di Ampére.

21.3 Campo magnetico di due fili percorsi da corrente:

legge di Ampére. 21

Esercizio 177 Due fili rettilinei di lunghezza infinita sono rispetti- A
vamente attraversati da una corrente iy = 0,50 A eiy = 0,85A. [ L Ly
fili sono tra loro paralleli, la distanza tra essi é d; = 35 mm.

L Trova, in modulo direzione e verso, il campo magnetico nel punto
P indicato in figura, posto a distanza d, = 124 mm dal secondo d
2

filo.
2. Trova il modulo della forza che agisce tra i due fili. Y

Magnetostatica

1. Intorno a ciascun filo dato si forma un campo magnetico, come indicato nell’esercizio prece-
dente, la cui intensita ¢ data dalla legge di Biot-Savard.

Guardando al verso della corrente indicato, per la regola L L
della mano destra, nel punto P si forma un campo magnetlco
B1 entrante nel piano del foglio, e un campo magnetico Bz
uscente. Il campo magnetico totale ha un’intensita pari alla ] P
differenza tra i moduli di questi due vettori. 2

\{ B,
La distanza del punto P dal filo 2 é:
ry =dy =124 mm = 0,124 m (21.9)
La distanza del punto P dal filo 1 é:
ri =d; +dy =35mm+ 124 mm = 159 mm = 0,159 m (21.10)
Applichiamo la legge di Biot-Savard per trovare il campo dei due fili:
B(r) = Kol (21.11)
2nr
dove fi ¢ la permeabilita magnetica del vuoto. Quindi:
i “"TNA"? 05A
B, = foh _ 4m10 NA ’ =629x107'NAZ2m 1 =629x107T (2L12)
21 21 0,159 m
i TNA"? 0,85A
B, = fol _ 4ml0 NA 7 0, =13,7x107'NA2m 1 =137x107’T (2L13)
2mr, 21 0,124 m

Diamo, a nostro arbitrio, il segno positivo al verso del campo B; in P e negativo a quello del
campo B,. Quindi, facendo la somma algebrica delle componenti:

Byt =B; + B, =629%x10/T—13,7x10 /T = -7,42x10"" T (21.14)

Il campo totale ha il verso del campo B,, quindi esce dal piano del foglio, verso chi guarda.

2. Tra i due fili si manifesta una forza repulsiva per il fatto di avere due correnti parallele che
si muovono in verso opposto tra loro. La legge di Ampére quantifica la forza per unita di
lunghezza [ che si manifesta sui fili:

F_ Hoip-ip  4m107’NA"20,50A-0,85A
1" 2 d 2 0,035 m

=7,63x10"°N/m (21.15)
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21.4 Flusso del campo magnetico

Esercizio 178 Trova il flusso di un campo magnetico B = 0,055 T, costante e uniforme, attraverso
una spira piana, rettangolare, larga | = 6,8 cm e alta h = 2,7 cm, sapendo che l'angolo formato dal
campo magnetico e dalla spira vale ¢ = 25°.

11 flusso del vettore B attraverso una superficie piana Se:
®(B) = B-S = |B||S| cos & (21.16)

dove a & I'angolo che il vettore Bforma conla superficie orientata S ovvero con la normale alla
superficie stessa.

Dobbiamo quindi dare una orientazione alla superficie data. Una superficie piana puo avere
due orientazioni individuate dalle due possibili normali al piano della superficie e uscenti da essa.

Si puo scegliere una delle due normali avendo scelto un verso di percorrenza del contorno
della superficie. Il verso della normale ¢ scelto in modo tale che un osservatore che veda la normale
attraversarlo dai piedi alla testa veda il verso di percorrenza del contorno della superficie in senso
antiorario.

Nel nostro problema non viene detto né quale sia il verso di percorrenza del contorno della
superficie, né quale sia la direzione della normale. Non possiamo quindi dare un segno al flusso.
Troviamo solo il modulo.

L'area della spira é:

S=1h=(68cm)-2,7cm = 18,36 cm? = 1,836 x 107> m? (21.17)
Quindi il flusso vale:

®(B) = BScosa = 0,055 T - 1,836 x 103 m? - cos 25° = 9,2 x 10> Wb (21.18)

Esercizio 179 Un solenoide ¢ realizzato con 10 m di filo strettamente avvolto ad un cilindro di
alluminio largo 10 cm e lungo 20 cm. La resistenza del filo ¢ Ry = 10 Q. Ai suoi capi ¢ applicata
una differenza di potenziale di 25 V.

L. Trova l'intensita del campo magnetico presente all'interno del solenoide.

2. Trova di quanto varia con la presenza del blocco di alluminio.

1. Il campo magnetico all'interno di un solenoide, attraversato da corrente continua, puo essere
considerato uniforme se la sua lunghezza ¢ piu grande della sua larghezza. Se valgono queste
condizioni l'intensita del campo & data dalla seguente relazione:

B= po% (21.19)

dove p ¢ la permeabilita magnetica del vuoto, N il numero di spire da cui ¢ formato, i la
corrente che lo attraversa e [ la lunghezza del solenoide.

Nel nostro caso non sappiamo quante siano le spire. Per trovare quante spire possiamo ottenere
con la lunghezza di filo dato, applichiamo due possibili metodi.

Primo metodo.
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21.4 Flusso del campo magnetico

Il filo, in prima approssimazione, deve compiere intorno al cilindro un numero di giri propor-
zionale alla lunghezza della circonferenza. Per cui:

No o 10m

N N 1
2mr 2_3’14'0, 0Om

=318 (21.20)

Secondo metodo.

Svolgiamo il filo avvolto intorno al cilindro facendo ruotare il cilindro su un piano. Allora
possiamo considerare il filo avvolto come se fosse la diagonale di un rettangolo, la cui altezza
corrisponde allalunghezza del solenoide. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo formato
dalla diagonale d, la base (incognita) b e I'altezza h, possiamo scrivere:

b=+d?%—h? = J(10m)? — (0,20 m)? = 9,998 m (21.21)

Il numero di spire N corrisponde al rapporto tra la base di questo rettangolo e la circonferenza
alla base del solenoide.
N=Z oo 99Bm g (21.22)
27tr 2-3,14 - 10cm
2
In questo caso otteniamo lo stesso risultato perché il filo forma delle spire molto compatte. Se
il filo fosse stato piu corto la prima approssimazione sarebbe stata meno accettabile.

L'intensita di corrente la possiamo trovare con la prima legge di Ohm:

j= L BV 25A (21.23)
R, 10Q
Infine: 318.95A
B=4m107/NA™2. 222 2" —50x 10747 (21.24)
0,20 m

. Se all'interno del solenoide ¢ presente un materiale (I'alluminio) di permeabilita magnetica
relativa i, allora il campo magnetico vale:
Ni
B = porm— (21.25)
Tuttavia I'alluminio € una sostanza paramagnetica e la permeabilitd magnetica relativa ¢ prati-
camente uguale a uno: il campo magnetico ha lo stesso valore che abbiamo gia riportato per il
vuoto.
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21.5 Momento magnetico di una spira piana

21.5 Momento magnetico di una spira piana

Esercizio 180 Una spira piana quadrata, il cui momento magnetico di dipolo ¢ 0,3 Am?, ¢ posta
sul piano xy centrata sull'asse z, come indicato in figura (non in scala).

Un solenoide lungo 4 dm formato da 250 spire, percorso da una corrente di 1,4 A e largo 7 cm ¢
centrato nello stesso punto in posizione reclinata, in modo tale che il campo magnetico al suo interno,
orientato verso l'alto, formi un angolo a = 34° con il piano xy. Calcola:

L il campo magnetico all'interno del solenoide;
2. il modulo del momento torcente la spira.

1. Il campo magnetico all'interno di un solenoide attraversato da corrente continua puo essere
considerato uniforme se la sua lunghezza ¢ pit grande della sua larghezza, come in questo caso.
Questo campo ha un’intensita:

Ni
dove pi ¢ la permeabilita magnetica del vuoto, Nil numero di spire, i la corrente e [la lunghezza
del solenoide. In questo caso:

2 250-14A

=63x1073T (21.27)
0,07 m

B=4m107' NA~

2. Il momento magnetico di dipolo della spira ¢ orientato come la spira stessa, quindi in direzione
perpendicolare al piano della spira, lungo 'asse z.
La spira ¢ sottoposta ad un momento torcente:

M=j,AB (21.28)

dove [, ¢ il momento magnetico della spira. L'angolo tra spira e campo non & 'angolo aindicato
in figura, ma I'angolo complementare formato dalla perpendicolare alla spira e il vettore campo
magnetico.
In modulo:

M = p, Bsin(90° —34°) = 0,3Am? - 6,3x 107> T - 0,829 = 1,57 x 107> Nm (21.29)
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21.5 Momento magnetico di una spira piana

Esercizio 181 Una spira piana quadrata e immersa in un campo magnetico uniforme e costante. Il
filo con cui ¢ fatta la spira ¢ di rame, largo 0,23 mm, di sezione circolare. Il lato della spira é lungo
25 cm. Il campo magnetico B, di intensita 0,15T, forma un angolo di « = 25° con il piano della
superficie della spira, ed e parallelo al piano yz, come illustrato in figura. La spira é alimentata con
un generatore ideale di tensione a 12 V. Il verso della corrente ¢ indicato in figura.

L. Trova la forza che il campo magnetico esercita su ogni lato della spira, in modulo, direzione e
verso.
2. Trova il momento magnetico della spira.

z

1. Laforza che agisce su ogni lato della spira ¢ legata alla corrente che l'attraversa. Per determinare
questa corrente applichiamo la prima legge di Ohm al circuito e, prima ancora, la secondo
legge per determinare la resistenza totale del filo:

R=pl (21.30)

S

dove p & la resistivita del materiale di cui ¢ fatto il filo (rame), [ la lunghezza del filo e S'area
della sezione del filo (area di un cerchio).

2

0,23 x 1073

S = mr? = 3.1415 - (—m) — 415 % 108 m? (21.31)
0,25
R=168x108Qm—22  _ —0.101Q (21.32)
4,15 x 1078 m?2
La corrente che circola vale:

_V_ 12V 94 (21.33)

R 0,101Q

Su un tratto di filo rettilineo percorso da una corrente i agisce una forza (II legge di Laplace):
F=inB (21.34)

S
dove [ & la lunghezza del filo a cui stiamo attribuendo una direzione e un verso, tipicamente

quello della corrente che l'attraversa.
Cominciamo dal lato AB. I'angolo che il verso e direzione di [ forma con il campo & 90°. Il

modulo della forza vale:
Fap = ilBsin(90°) = 119A-0,25m - 0,15T = 4,46 N (21.35)
I lato CD si trova in una situazione simile e il modulo del campo ¢ lo stesso del lato AB.
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21.5 Momento magnetico di una spira piana

z
Fep B
YA
x l
I B

C \
Fag

Usando la regola della mano destra per trovare la direzione e verso della forza Fag troviamo,
come indicato nella figura precedente, che questa forza ¢ diretta verso destra in basso. La forza

5
Fcp ¢ diretta invece nella stessa direzione, ma in verso contrario, verso sinistra in alto. Le due
forze formano una coppia che tende a far ruotare la spira in verso antiorario intorno ad un’asse
parallelo all’asse x.

Guardando al lato AD in esso I'angolo tra il lato e il vettore campo magnetico ¢ 180° — a.

z

Fap
D Ly %
»/C B
Fcp

Per cui il modulo della forza vale:

Fap = ilBsin(180° — 25°) = 119A- 0,25m - 0,15 T - sin(155°) = 1,89 N (21.36)

Questa forza ¢ perpendicolare al lato AD e diretta verso I'esterno.

Nelle ultime figure abbiamo segnato campo magnetico e forza nei vertici della spira. Tuttavia
il campo ¢ presente in ogni punto della spira e la forza la possiamo pensare applicata, piu
correttamente, nel centro di ogni lato.

Per quanto riguarda il lato CB il modulo della forza ¢ lo stesso, la direzione anche, ma il verso &
contrario. L'angolo € ¢, che ha lo stesso seno. Le due forze stirano la spira, ma non determinano
alcuna coppia.

Fcg = ilBsin(a) = 119A-0,25m - 0,15 T - sin(25°) = 1,89 N (21.37)

2. Il momento magnetico della spira ¢ un vettore orientato come la normale al piano della spira.
Il verso ¢ dato con la regola della mano destra: orientate le dita come il verso della corrente
allora il pollice segue il verso del momento magnetico. Il modulo ¢ dato dal prodotto della
corrente per 'area della spira:

m=iA =il =119A-(0,25m)? = 7,44 Am® (21.38)

Il verso del vettore ¢ nel verso positivo dell’asse z.
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21.6 Teorema di Ampére

Esercizio 182 Trova la circuitazione del campo magnetico lungo il percorso curvilineo orientato
della figura, sapendo che i fili percorsi da corrente sono di lunghezza infinita e l'intensita della
corrente che gli attraversa éiy = 2A, i, = 4A, i3 =7A.

(Si consideri la freccia indicata sul percorso curvilineo in prospettiva davanti al piano della

figura).

La circuitazione del campo magnetico lungo una linea chiusa vale, secondo il teorema circui-
tazionale di Ampére, quanto la somma algebrica delle correnti concatenate con la linea chiusa,
moltiplicate per la permeabilita magnetica del vuoto.

éﬁ dl =gy Y iy (21.39)

La forma della linea chiusa e il calcolo matematico dell'integrale, come in questo caso, non hanno
solitamente alcuna rilevanza. Cio che ¢ fondamentale ¢ capire quali siano le correnti concatenate.
Una corrente ¢ detta concatenata con una linea chiusa se attraversa qualsiasi superficie avente
quella linea come contorno; il verso della corrente ¢ considerato positivo quando orientando il
pollice della mano destra come il verso della corrente le altre dita seguono il verso di percorrenza
indicato della linea.

Nel nostro caso quale che sia la superficie che ha il percorso dato come contorno (come una
bolla di sapone che partisse dal percorso) essa verra sempre bucata dalle correnti i, e i3; non cosi
per la corrente i;, soprattutto se la superficie ¢ abbastanza piccola. Quindi i, e i3 sono concatenate
al percorso, i; invece no. Per stabilire il loro segno orientiamo il pollice della mano destra come il
loro verso: iy € positiva e i3 ¢ negativa. Infine possiamo scrivere:

(JQE cdl = py(—iy +13) = 411077 NA2(4A —7A) = —3,8 x 10° Tm (21.40)

Esercizio 183 Trova la circuitazione del campo magnetico lungo il percorso curvilineo orientato
della figura, sapendo che la tensione ai capi del generatore vale AV = 12V e la resistenza ¢ R = 50 Q.
(Si consideri la freccia indicata sul percorso curvilineo in prospettiva sotto il piano della figura).

R
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21.6 Teorema di Ampeére

La circuitazione del campo magnetico lungo una linea chiusa vale, secondo il teorema circui-
tazionale di Ampére, quanto la somma algebrica delle correnti concatenate con la linea chiusa,
moltiplicate per la permeabilita magnetica del vuoto.

4315 dl =gy Y iy (21.41)

Troviamo la corrente che circola nel circuito applicando la I legge di Ohm:

._ AV _ 12V

== =024A (21.42)
R 50 Q

Ricordiamoci che il verso positivo della corrente ¢ quello delle cariche positive: esse fluiscono dal
polo positivo del generatore (la linea pitt lunga) al polo negativo (la linea piu corta).

Per trovare quali siano le correnti concatenate e dare loro un segno nella legge di Ampére
diamo un nome ai tratti di filo che attraversano il piano della spira come nella figura seguente e
indichiamo il verso della corrente in quei tratti (la corrente in questo circuito con una sola maglia
¢ sempre la stessa).

A~y

F > E
i

Primo metodo

Consideriamo i fili che attraversano il piano della linea curva: sono tre. I tratti AB e CD hanno
correnti uguali e di segno opposto, quindi si annullano a vicenda. Il tratto FE ha una corrente da
prendere con il segno positivo, per la regola della mano destra. Per cui possiamo scrivere:

351? ~dl = pyi = 471077 NA2-0,24A =3,0x 10 Tm (21.43)

Secondo metodo

Se facciamo scorrere il percorso chiuso verso sinistra, pur senza rompere mai il circuito,
osserviamo che solo il tratto FE rimane dentro di esso. Inoltre, anche posizionando il percorso
in qualsiasi altra maniera rimane sempre un filo al suo interno. Ne deduciamo che una sola ¢ la
corrente concatenata ed ¢ quella del tratto FE. Ritroviamo cosi il risultato del metodo precedente.
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2 2 Moto di cariche elettriche

In tutti gli esercizi proposti in questo capitolo, salvo diversa indicazione, abbiamo trascurato
I'eventuale presenza della forza di gravita agente sui corpi carichi.

22.1 Carica in moto in un campo magnetico (Forza di Lorentz)

Esercizio 184 Una corpo puntiforme di carica ¢ = 3,6 x 10~ C si muove con una velocita iniziale
v = 12 x 10% m/s nel piano xy con un angolo ¢ = 25° rispetto allasse x. All'istante t = 0's si trova
nell'origine degli assi.

In quell’istante il corpo attraversa una regione di spazio nel quale é presente un campo magnetico
costante e omogeneo, di intensita B = 0,055 T, orientato come l'asse z.

Trova la forza a cui é sottoposto il corpo a causa del campo magnetico e il tipo di moto che il
corpo assume.

Rappresentiamo con un disegno quanto descritto nel testo nell'istante iniziale.

>
v

y
L ¢
/‘}L/
(04 X
z
11 vettore B nel disegno ¢ applicato nell’'origine per semplicita: in realta in ogni punto dello spazio

¢ presente il campo magnetico e quindi un vettore parallelo a quello segnato.
Su un corpo carico in moto in un campo magnetico agisce in generale una forza, detta forza di

Lorentz:
F = qv A B = g|V||B| sin(a) (22.1)

dove « ¢ l'angolo tra il vettore velocita v e il campo magnetico B. La forza & sempre diretta
perpendicolarmente al piano individuato da questi due vettori.
Se la velocita e il campo magnetico sono costanti sono possibili tre scenari:

1. Selavelocita e il campo magnetico hanno la stessa direzione iniziale (i vettori formano tra loro
un angolo di @ = 0° 0 ¢ = 180°) allora la forza di Lorentz ¢ nulla. Il corpo prosegue il suo moto
indisturbato.

Non ¢ questa la configurazione del nostro esercizio.

2. Selavelocita iniziale forma un angolo a = 90° con il campo magnetico allora il corpo si trovera

sottoposto ad un forza che portera il corpo a muoversi di moto circolare uniforme.
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22.1 Carica in moto in un campo magnetico (Forza di Lorentz)

La forza di Lorentz si comporta come la forza centripeta del moto circolare uniforme.

Questo ¢ il caso di questo esercizio perché il vettore B ¢ perpendicolare al piano xy dove giace
il vettore v. L'intensita della forza di Lorentz vale:

F = g|¥||B| sin(ar) = 3,6 x 1076 C-12x 102m/s - 0,055 T - sin(90°) = 24 x 104N (22.2)

Per trovare il verso della forza applichiamo la regola della mano destra. Se indichiamo con
I'indice il verso della velocita e con il medio il verso del campo magnetico, la forza avra il verso
del pollice, perpendicolare al piano degli altri due vettori.

y
v
B
/\F '
z
Nel disegno ¢ stato indicato in grigio un frammento del piano su cui giacciono ve B. Quella
superficie ¢ un parallelogramma la cui area € legato il valore della forza. L'immagine rappresenta

solo I'istante iniziale del moto, mala direzione della velocita e di conseguenza della forza variano
col tempo.

3. Seil vettore velocita ha un componente perpendicolare al campo magnetico, questo componen-
te determinera un moto circolare uniforme (come nel secondo caso). Il componente parallelo
al campo magnetico (come nel primo caso) non determina nessuna forza, ma solo un moto
rettilineo uniforme.

Complessivamente avremo un moto elicoidale.

Esercizio 185 Un elettrone si muove con una velocitd iniziale v = 1,5x 10* km/s nel piano yz con
un angolo o = 20° rispetto all'asse y. All'istante t = 0's si trova nell'origine degli assi. La particella
attraversa una regione di spazio nel quale é presente un campo magnetico costante e omogeneo di
intensita B = 0,03 T orientato come lasse z.

L. Trova la legge oraria del moto dell’elettrone.
2. Trova l'equazione della traiettoria.

L'elettrone si muove con una velocita iniziale non del tutto perpendicolare ad un campo
magnetico uniforme: il moto ¢ di conseguenza elicoidale.

Su l'elettrone agisce una forza di Lorentz perpendicolare al piano del campo magnetico e della
velocita. La direzione della forza si trova con la regola della mano destra: velocita, campo e forza si
dispongono come indice, medio e pollice della mano destra. Velocita e campo possono non essere
perpendicolari, ma la forza ¢ sempre perpendicolare al piano degli altri due vettori. Il modulo della
forza e quindi la forza stessa dipende solo dal componente della velocita perpendicolare al campo.

F=qvnB (22.3)

F = q|¥||B|sin(8) = q|v,|B| (22.4)

L'angolo f & quello che va dal vettore velocita al vettore campo magnetico: nel nostro caso € il
complementare dell'angolo alfa (f = 90° — a).
Rappresentiamo graficamente quanto detto e indicato dal problema all'istante iniziale.
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22.1 Carica in moto in un campo magnetico (Forza di Lorentz)

Il componente della velocita v| perpendicolare al campo determina un moto circolare uniforme
su un piano perpendicolare al campo magnetico: nel nostro caso il piano xy.

Il componente 17“ parallelo al campo magnetico non sente l'influenza del campo e quindi
determina un moto rettilineo uniforme: nel nostro caso parallelo all’asse z.

1. Per scrivere la legge oraria del moto analizziamo separatamente i due moti e poi componiamoli
assieme. Scomponiamo la velocita parallelamente e perpendicolarmente al campo, ovvero
lungo l'asse z e lungo lasse y.

v = v, = |v[cosa = 1,5 x 10 km/s - cos 20° = 1,41 x 10’ m/s

. 4 ) 6 (22.5)
v| =V, = [v[sine = 1,5x 10" km/s - sin 20° = 5,13 x 10° m /s
Il raggio dell’'orbita circolare é:
mevy  9,11x 1073 kg - 1,41 x 10" m/s
re—2_ g /5 5 68x10~m (22.6)
eB 1,60 x 1071 C- 0,03 T
Il tempo per compiere un orbita, cioe il periodo eé:
27 - 2,68 x 1072
7= 22080 M 910705 (22.7)

vy 1,41 x107 m/s
La velocita angolare:

ot V% 1,41x10"m/s _
w:_“:_y:—/zs,mxlo%l (22.8)
T r 2,68 1073 m

Il moto della particella, proiettato sul piano xy & un moto circolare uniforme. Il raggio ¢ quello
appena calcolato. La circonferenza passa per l'origine degli assi.
L'equazione oraria di un moto circolare uniforme di centro C(x,; y.) e raggio reé:

x(t) = x. +r- cos(wt + ¢p)

y(t) = y. +r - sin(wt + ¢y) (22.9)

L'argomento delle funzioni goniometriche rappresenta un angolo centrato nel centro della
circonferenza, secondo le usuali convenzioni della trigonometria: I'argomento puo essere solo
un numero puro. Questo angolo ¢ quello assunto dal punto in movimento all'istante t, dove w &
velocita angolare e ¢ ¢ I'angolo sotteso all'istante t = 0.

La forza di Lorentz si comporta come una forza centripeta per cui il centro della circonferenza
deve stare sull’asse da essa indicato: nel nostro caso l'asse x. Inoltre la circonferenza ¢ tangente

all'origine degli assi e quindi, come si vede dalla figura seguente, il centro ha coordinate C(r, 0 m).

Il grafico che segue ¢ in unita multiple del raggio.
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22.1 Carica in moto in un campo magnetico (Forza di Lorentz)
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La velocita angolare deve essere negativa, dato che il corpo si muove in senso orario per chi
guarda il moto come nella figura precedente.
Per le condizioni poste dal problema abbiamo:

x(0s) =r+r-cos(gy) =0m

rcos =-r
(o) (22.10)
cos(dy) = —1
$o=m
La legge del moto circolare uniforme nel piano xye¢:
x(t) = 2,68 x 107 m - (1 + cos(—5,27 x 10° s 1 - ¢ +
® (1+ cos( ) -

y(t) = 2,68 x 1073 m - sin(—5,27 x 10° s™ - £ + 1)

Infine, il moto lungo l'asse z € un moto rettilineo uniforme con velocita v, che parte dall’'origine
degli assi all'istante t = 0's. Per cui la legge oraria del moto nello spazio ¢:

x(t) = 2,68 x 1073 m - (1 + cos(—5,27 x 10 s7L - £ + 7))
y(t) = 2,68 x 1073 m - sin(—5,27 x 107 s 1 - t + 71) (22.12)
z(t) =5,13x10°m/s - t

2. Lalegge oraria si trasforma in equazione della traiettoria se eliminiamo il tempo. Possiamo ad

esempio esplicitare il tempo nella legge relativa all’asse z e sostituire I'espressione nelle altre
due relazioni.

( z
(= —m
5,13 x10m/s
Jx=268x1073m-(1+cos(—527x10°s7 . —=_—— 4 n))
( ( 5,13 x 106 m/s (22.13)
y =2,68x1072m-sin (—5,27 x109¢ 1. — % .
5,13 x 10°m/s

\

Per cui 'equazione della traiettoria é:

x=2,68x10"2m-(1+4cos(-1,03x10°m™ ' -z +x
g ( ( 2 (22.14)

y = 2,68 x 103 m-sin(-1,03x 103 m™! - z + )
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22.1 Carica in moto in un campo magnetico (Forza di Lorentz)

Volendo rappresentare graficamente il moto elicoidale calcoliamo il passo dell'orbita che ¢ la
distanza percorsa dal moto dopo ogni circonferenza completa. Lo otteniamo moltiplicando la
velocita nell’asse z per il periodo.

Az=v,T=513x10°m/s-1,19x 107 s" 1 =6,10x 10> m (22.15)
Il rapporto tra il passo e il raggio dell’'orbita vale:

-3
6,10x10 "m _ 2.3 (22.16)
2,68x 1073 m

Questo vuol dire che al trascorrere di ogni periodo la posizione della particella avanza di una
distanza poco piu grande del diametro della circonferenza. Questo ¢ quel che si osserva nel
seguente grafico in unita di misura multiple del raggio.
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22.2 Carica in moto in un campo elettrico nel piano

22.2 Carica in moto in un campo elettrico nel piano

Esercizio 186 Una particella alfa entra con velocita iniziale v = 1,20 x 10°> m/s parallelamente
alle armature di un condensatore piano, lungo l'asse del condensatore. Le piastre sono caricate con
una densita superficiale di carica o = 3,8 x 107° C/m?; la distanza tra esse é d = 2 cm; la loro
lunghezza l = 10 cm.

l —
v d

»
>

+ + + + + +  +F]
[

L. Trova la legge del moto della particella all'interno del condensatore
2. Trova la traiettoria della particella all'interno del condensatore

3. Trova dove esce la particella

4. Trova la legge del moto della particella all’'uscita dal condensatore
5. Trova la traiettoria della particella all’uscita dal condensatore

Le particelle alfa sono nuclei di atomi di elio: sono presenti due protoni e due neutroni. La
carica ¢ il doppio della carica dell’elettrone; la massa, essendo la massa del protone e del neutrone
pressoché uguale, & quattro volte quella del protone.

Tra le armature del condensatore ¢ presente un campo elettrico uniforme perpendicolare alle
piastre e diretto dall'armatura positiva a quella negativa. Il modulo del campo é:

o
F=C (22.17)
€0
La particella, immersa nel campo elettrico, ¢ sottoposta a una forza columbiana:
F =ma=qE (22.18)
e quindi a una accelerazione:
gE g0  2-1,60x107°C-3,8x107° C/m?
a=— = —=
m mg  4-1,67x10727kg-8,85x 10712 F/m
1. Il moto della particella nella direzione dell’asse del condensatore ¢ indipendente da quello nella
direzione perpendicolare perché nessuna delle grandezze che caratterizzano il moto in una
direzione ha a che fare con quelle dell’altra direzione, a parte naturalmente il tempo. Il primo

& un moto rettilineo uniforme; il secondo un moto uniformemente accelerato con velocita

iniziale nulla. Stabiliamo, a nostro arbitrio, che la posizione iniziale della particella all'istante

t = 0siaxy = 0m ey, = 0m. Per cui possiamo scrivere la legge del moto:

= 2,06 x 109 m /s? (22.19)

x(t) = xp + vt = (1,20 x 10° m/s) ¢

22.20
y(&) =y +vi+ %at2 = (1,03 x 101 m/s?) ? ( )




22.2 Carica in moto in un campo elettrico nel piano

2. Per ricavare 'equazione della traiettoria mettiamo in evidenza il tempo in una delle due

relazioni precedenti e sostituiamola nell’altra.

X =Vt
=X
Vye (22.21)

2
y= lal‘2 = la(£> = (L) x?
2 2 \v, 2v, 2

Otteniamo l'equazione di una parabola e quindi un moto parabolico.
2,06 x 10" m/s?
y = ( a )x2 = ( / >x2 =7,15% 1071 m~1x? (22.22)
2v,2 2(1,2 x 10° m/s)?

. Per trovare la posizione di uscita della particella possiamo usare I'equazione della traiettoria
sapendo che x; = 0,1m:

v, 2

Y= <2L> xf2 =7,15x10"Tm 10,1 m)* =7,15x 10> m (22.23)
La particella si alza di 0,00715 m ovvero di meno di un centimetro, quindi rimane dentro il
condensatore.
. All'uscita dal condensatore la particella non ¢ piu sottoposta a forze: il moto ¢ rettilineo
uniforme. La velocita orizzontale ¢ sempre la stessa; quella verticale ¢ quella raggiunta a causa
dell'accelerazione data dalla forza elettrica.

Troviamo dapprima l'istante in cui la particella esce dal condensatore:

Xr = Vylf
X 0,1 _ 22.24
=t =2 _833x107s (2224
Ve 1,2x10°m/s
Sostituiamo quell’istante nella legge oraria della velocita verticale:
v(tg) = at = 2,06 x 10" m/s* - 8,33 x 1077 s = 1,72 x 10* m/s (22.25)
Per cui la legge del moto ¢&:
x(t)=xy+vi = 1,20x105m s)t
)=+ =( /I > 833x 107 s (22.26)

y(&) =y + vt = (1,72 x 10*m/s)¢
Dobbiamo ancora trovare i nuovi x; e ), in modo tale che la particella passi per il punto di
uscita dal condensatore all’istante #; trovato prima. Osserviamo che le leggi del moto dentro e
fuori il condensatore devono essere riferite allo stesso Sistema di Riferimento.
Il moto orizzontale continua indisturbato dentro e fuori il condensatore per cui x, continua
ad essere zero.
Invece per il moto verticale abbiamo:

y(tr) = yo + i
Yo =y(t) =t =7,15x10°m—1,72x10*m/s-8,33x 1077 s = =7,18 x 10> m
(22.27)

La legge del moto ¢ quindi:

x(t) = vt = (1,20 x 10* m/s) ¢t

set>833x10""s  (22.28)
Y1) = 3o+ vt = —7,18x 10> m + (1,72 x 10* m/s)t

235

DO
N

Moto di cariche elettriche



22.2 Carica in moto in un campo elettrico nel piano

5. Per trovare la traiettoria usiamo lo stesso metodo usato prima:

X =V
X
I=—
Vx

1,72 x 10 m/s

X -3
= + vt =v,— =-7,19%x10"" m +
Y=o+ mi Yy ( 1,2x 10°m/s

X

) x=-7,18x103m+ 0,143 x
(22.29)

In particolare questa ¢ una retta di coefficiente angolare 0,143.
La retta ha un’inclinazione a = arctan(0,143) = 8°.

y

[dF G G F = G oF|
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22.3 Carica in moto in un campo elettrico e magnetico

Esercizio 187 Un protone attraversa una regione di spazio in cui é presente un campo elettrico
uniforme d’intensita 3000 V/m con velocita v = 2,7 x 10° m/s.

Trova quanto deve valere in modulo direzione e verso l'intensita di un opportuno campo magnetico
B affinché la velocita dell’elettrone non vari nella suddetta regione di spazio.

Affinché non vari la velocita della particella, la forza complessiva che agisce su di essa deve essere
nulla. Il campo elettrico esercita una forza F, = gE. Nella stessa direzione, ma in verso opposto, deve
agire una forza di Lorentz originata dalla presenza del campo magnetico: all'equilibrio abbiamo
F, = F.

Tuttavia i dati del problema non sono sufficienti a dare una risposta completa, perché la forza
di Lorentz dipende dalla velocita in modulo, direzione e verso e noi non sappiamo quale sia la
direzione e verso della velocita.

Per avere una forza magnetica nella direzione del campo elettrico la velocita deve avere un
componente perpendicolare ad entrambi. Ma ogni altra componente residua determinera un’altra
forza di Lorentz che non possiamo evitare e che non permetterebbe all’elettrone di procedere
indisturbato.

Nella figura seguente, ad esempio, il campo magnetico e la velocita giacciono su un piano
perpendicolare al campo elettrico; campo e forza elettrica hanno lo stesso verso perché la particella
ha carica positiva.

z
E
F,
B .
a~l Y
x F

Pur potendo equilibrare la forza elettrica con una forza di Lorentz ci sono infinite direzioni diverse
per il campo magnetico, pur rimanendo nel piano xy, che portano alla stessa forza. Infatti la forza
di Lorentz dipende anche dall'angolo tra campo magnetico e velocita: per ogni angolo abbiamo un
valore del campo magnetico che ci puo dare la stessa forza.

|F| = |q¥ n B| = |ql[¥]|Bl sin(a) (22.30)

Quindi non ci sono abbastanza dati per rispondere al problema e se anche ci fossero non ¢

detto che si possa trovare una forza magnetica di equilibrio né ¢ detto che la risposta sia univoca.
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22.3 Carica in moto in un campo elettrico e magnetico

Esercizio 188 Un elettrone attraversa una regione di spazio in cui e presente un campo elettrico
uniforme d’intensita 3000 V/m diretto nel verso positivo dell'asse z e velocita v = 2,7 x 10°> m/s
diretta nel verso positivo dell asse y.

1. Trova quanto deve valere in modulo direzione e verso l'intensita di un opportuno campo
magnetico By affinché la velocita dell’elettrone non vari nella suddetta regione di spazio.

2. L'elettrone, successivamente, attraversa un altra regione di spazio in un cui é presente solo un
campo magnetico costante By che agisce perpendicolarmente alla velocita della particella e la fa
muovere di traiettoria circolare di raggior = 4,2 m.

Trova il modulo e verso di questo campo e il periodo dell orbita.

3. Un'altra particella, con carica doppia rispetto a quella dellelettrone, attraversa le due regioni di
spazio partendo con la stessa velocita iniziale.

Trova se la nuova particella emerge dalla prima regione di spazio preservando la sua velocita
e quanto vale la sua massa se si muove nella seconda regione con una traiettoria di raggio
r=3,2m

1. Affinché non vari la velocita della particella, la forza complessiva che agisce su di essa deve essere
nulla. Il campo elettrico esercita una forza F, = gE. Nella stessa direzione, ma in verso opposto,
deve agire una forza di Lorentz originata dalla presenza del campo magnetico. All'’equilibrio
abbiamo:

F,=F, ; qE = qvBy sin(a) (22.31)

dove a ¢ 'angolo tra il vettore velocita e il vettore campo magnetico. Esistono quindi infinite
combinazioni tra angolo e campo magnetico che ci permettono di realizzare lo stesso equilibrio.
Scegliamo a nostro arbitrio e per semplicita un angolo di 90° che ¢ quello che ci consente di
avere il campo magnetico minimo per realizzare 'equilibrio tra forze.
Per cui, semplificando e mettendo in evidenza B, abbiamo:

p = £ 300V/m oo (2232)

v 2,7x10°m/s

Come si vede nella figura seguente il campo elettrico ¢ verso l'alto e la forza elettrica verso il
basso a causa della carica negativa dell’elettrone. Il vettore velocita e il campo magnetico stanno
sul piano xy, quindi sono entrambi perpendicolari al campo elettrico. Con questa condizione
la forza magnetica, sempre perpendicolare al piano della velocita e del campo magnetico, puo
stare totalmente nella direzione dell’asse z ovvero della forza elettrica. Per la regola della mano
destra la forza di Lorentz deve essere diretta verso l'alto, considerando anche in questo caso il
segno della particella; il campo magnetico deve essere diretto nel verso negativo dell’asse x.

y4
E
F, .
BTy
X Fe

2. Se una particella carica si muove in una regione di spazio in cui & presente solo un campo
magnetico uniforme in direzione perpendicolare alla sua velocita allora la particella, sottoposta
ad una forza di Lorentz costante in modulo, assumera un moto circolare uniforme. La forza
centripeta necessaria per mantenere questo moto ¢ data proprio dalla forza di Lorentz.
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Per cui possiamo scrivere:

2
FL=F ; quB,="% (22.33)
r

dove m ¢ la massa della particella, vla sua velocita e ril raggio dell’'orbita.
Mettiamo in evidenza il modulo del campo magnetico:
Cmv_ 9,11x10 kg 2,7 x10° m/s

B, = =3,66x10"7T (22.34)
qr 1,60x10719C-4,2m

Inoltre, essendo un modo circolare uniforme, il legame tra velocita tangenziale e periodo T ¢:
vV=— (22.35)

Da cui:
_ 2mr _ 2-3,1415-42m

v 2,7%10°m/s

. La prima regione di spazio ¢ tale, come prima ¢ stato mostrato, che la carica della particella
non influisce sull'uguaglianza fra forza elettrica e magnetica e quindi sulla sua velocita.

Per quanto riguarda la seconda regione di spazio vale ancora la relazione [22.33| possiamo
quindi ricavare la massa conoscendo il nuovo raggio dell’'orbita.

T =9.77x107 s (22.36)

- qBor  1,60x1071 C-3,66x1077 T-3,2m

=6,94x 10731k (22.37)
v 2,7%x10°m/s &
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22.3 Carica in moto in un campo elettrico e magnetico

Esercizio 189 Un fascio di particelle di carica ¢ = 3,7 x 10718 C e massam = 8,3 x 10720 kg ¢
immesso dal punto A nella regione di spazio o, alla sinistra del punto B in figura, in cui é presente
un campo magnetico costante e uniforme, orientato parallelamente all'asse z. La lunghezza dei tratti
AM, ND, BC, BM e CN ¢ la stessa e vale d = 75 cm. Tutte le particelle hanno la stessa velocita
iniziale v = 0,5 ¢, diretta nel verso positivo dell asse .

L. Trova, in modulo e segno, il campo magnetico che bisogna applicare nella regione a affinché
una particella, dopo essere entrata nel punto A, si diriga nel punto B con la stessa velocita, ma
in direzione orizzontale.

2. Scrivi la legge del moto e l'equazione della traiettoria nella regione a.

3. La particella, giunta in B, prosegue indisturbata verso il punto C. Scrivi la legge del moto e
l'equazione della traiettoria in questa regione.

4. Successivamente la particella, alla destra del punto C, entra nella regione di spazio P in cui é
presente un opportuno campo elettrico uniforme e costante. Questo campo e tale da dirigere la
particella verso il basso in modo da farla entrare nel punto D con la stessa velocita iniziale, ma
diretta verso il basso.

Determina, in modulo direzione e verso, l'entita di questo campo elettrico.

5. Scrivi la legge del moto e l'equazione della traiettoria nella regione p.

6. Verifica la continuita della legge oraria tra le varie regioni di spazio.

Y B o
o p
v | A D
M N Uflx
y4

1. Una particella che si muove perpendicolarmente ad un campo magnetico costante ed uniforme
¢ sottoposta ad un forza di Lorentz che ne determina un moto circolare uniforme. Se il campo
magnetico ¢ orientato come l'asse z e la particella ha una velocita iniziale come nella figura
allora essa deviera verso destra o sinistra a seconda nel verso del campo.

Secondo la regola della mano destra se il pollice ¢ orientato come il campo le altre dite seguono
il moto delle particelle. Se il campo ¢é nel verso negativo dell’asse z le particelle seguono una
traiettoria in verso orario, che ¢ quello che vogliamo.

Il raggio della traiettoria deve essere uguale a d e la particella segue un arco di circonferenza
dal punto A al punto B. Conoscendo il raggio della traiettoria possiamo ricavare l'intensita del
campo magnetico.

d=r="
qB
g mv_ 83x 10720kg-05c  83x10 % kg-0,5-2,998x10°m/s _ 48T
dg 75cm-3,7x10718C 0,75m-3,7x 10718 C ’
(22.38)

2. Il moto nella regione o abbiamo detto che ¢ circolare uniforme. Esso avviene totalmente sul
piano xye per questo non consideriamo qui di seguito la coordinata z. Il centro della traiettoria
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deve stare nel punto M di coordinate (0,75 m; 0 m). La legge del moto ha questa forma:

x(t) = x. +r- cos(wt + ¢y)

y(t) = y. +r - sin(ot + ¢y) (22.39)

dove x, e y.. sono le coordinate del centro; r ¢ il raggio della traiettoria; w ¢ la frequenza angolare
e ¢y € argomento del coseno e seno all’istante t = 0.
La frequenza angolare, per un moto circolare uniforme, vale:

v_ 05c _ 0,5-2,998x10°m/s
r  075m 0,75 m

=2,00x 108571 (22.40)

La velocita angolare deve essere negativa, dato che il corpo si muove in senso orario per chi
guarda il moto come nella figura precedente.
Il periodo del moto ¢ legato alla frequenza angolare dalla relazione:

21

T=— (22.41)

@
Il periodo ci serve a sapere per quanto tempo ogni particella transita nella regione o la legge
oraria vale solo in quell'intervallo di tempo che possiamo chiamare At;. Questo intervallo,
poiché la particella percorre un quarto di circonferenza, ¢ un quarto del periodo.

Ay =L 2m n =785%x107%s (22.42)

4 40 2-200x108s!

Consideriamo, a nostro arbitrio, che la particella si trovi nel punto A nell'istante t = 0s.
Allora possiamo ricavare la fase iniziale ¢:

x(0s) =r+r-cos(gy) =0m
r-cos(¢g) = —r
cos(g) = —1
$o=m

(22.43)

Per cui la legge oraria é:

x(t) = 0,75m + 0,75m - cos(—2,00 x 108 s™1 - t + 1)

se0s<t<785x107s (22.44
y() = 0,75m - sin(—2,00 x 103 s71 - t + ) == ( )

L'equazione della traiettoria ¢ una circonferenza e la scriviamo direttamente, dal momento che
ne conosciamo centro e raggio.

(=) + (=) =7

(22.45)
(x —0,75m)? + y? = 0,56 m?

. La particella giunta in B ha la stessa velocita iniziale, ma diretta orizzontalmente. Prosegue il
suo moto sino al punto C con velocita costante, poiché non ¢ sottoposta a nessuna forza. Il
moto ¢ rettilineo uniforme. La legge del moto ha la forma:

x(t) = xg+ vyt

(22.46)
y() =y + vyt
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22.3 Carica in moto in un campo elettrico e magnetico

Vy € V), sono le componenti rispetto agli assi della velocita e da quanto appena scritto sappiamo
gia che v, =vev,=0m/s.

Xp € Yy € la posizione del corpo all'istante t = 0 s che in questo caso non ha significato fisico
dal momento che I'attuale moto avviene solo pert > 7,85 x 10~ s. Perd possiamo ricavare le
due costanti anche dalla conoscenza della posizione in un istante qualsiasi e noi sappiamo che
all'istante tg = 7,85 x 10 s la particella sta nel punto B.

Per cui:

x(ty) = Xo + vy - 1y,
xp = x(th) — Vi ty
xp=0,75m—0,5-2,998 x 1085m/s-7,85x 10 s = —4,27 x 10 ' m

(22.47)
y(tp) =y + Vy by
Yo = ¥(&,) = 0,75m
La legge oraria ¢&:
t) =—0,43m + 1,50 x 10 m/s - t
*(0) & m/s (22.4)

y() = 0,75m

Tuttavia questa formulazione non & completa, perché dobbiamo indicare in quale intervallo di
tempo essa si possa applicare. La legge vale dall’istante t; in cui la particella passa nel punto B
(che gia conosciamo) all’istante f. in cui la particella passa nel punto C. Troviamo ¢ dalla x(t)
appena scritta, conoscendo le coordinate del punto C che sono (2 - 0,75 m; 0,75 m).

x(t;) = 1,50 m = —0,43m + 1,50 x 103 m/s - £,
_ 1,50m — (—0,43m)
7 1,50x103m/s

22.49
=1,28x1078s ( )

Quindi la legge oraria completa &:

x(t) = 0,43 m + 1,50 x 108 m/s-t

) = 0,75 $€7,85x 107 7s <t <1,28x10 85 (22.50)
yi)=0,70m

La traiettoria € un retta orizzontale che dista 0,75 m dall’asse x. La sua equazione ¢é:
y =0,75m (22.51)

4. Per poter dirigere verso il basso la particella giunta in C dobbiamo applicarle una forza parallela
all’asse y. Una carica puntiforme immersa in un campo elettrico subisce una forza che ha la
stessa direzione del campo e, se la carica ¢ positiva, anche lo stesso verso. Di conseguenza a noi
serve un campo elettrico parallelo all'asse y e orientato verso il basso.

F =ma =qE (22.52)

Se troviamo l'accelerazione a cui sottoporre la particella possiamo ricavare il campo elettrico.
Il moto della particella nella regione f ¢ ancora rettilineo uniforme parallelamente all’asse x e
uniformemente accelerato parallelamente all’asse y. Nell'intervallo di tempo che la particella
impiega a procedere orizzontalmente da CN a D per una distanza d il moto accelerato la sposta
verso il basso della stessa distanza. Questo intervallo ¢ uguale a:

At =ty —t.=t.—t, =128x1085s—7,85x10"7s=4,95x10"s (22.53)
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22.3 Carica in moto in un campo elettrico e magnetico

La legge del moto in verticale ha la forma:
_ L .2
y(&) =y + vyt + Eat (22.54)

dove y ¢ la posizione allistante t = 0's e v, la velocita iniziale. Per il momento ci interessa
ricavare solo l'accelerazione. Allora supponiamo che questo moto cominci all'istante t = 0s. In
quell’istante la particella si trova in C con velocita verticale nulla. Quindi yy = de v, = 0m /s.
Quanto ¢ trascorso l'intervallo At, che chiamiamo t;, la particella ¢ giunta nella posizione
y=0m.

y(t) =0m=d + %a(l‘f)2

22.55)
_2d _ 2-075m 6 o (
a= _(tf)z = —(4,95 1075) = —6,12x10"°m/s
Infine: 26 L6 )
83%x107*°kg-—6,12%x10"°m/s
E="T4 _ g /S 137%10°N/m (22.56)

q 3,7x10718C
5. Abbiamo gia determinato la forma della legge del moto nella regione f§, ma dobbiamo determi-
narne i particolari.

x(t) = xg+ vy -t
B 1, (22.57)
y(&) =y vyt + Eat

La legge del moto orizzontale continua ad essere identica a quella della regione intermedia.
Mentre l'accelerazione a, una volta scelta 'orientazione per gli assi, non dipende dal sistema di
riferimento, non € cosi per Y e vy, . I valori utilizzati alla domanda precedente non vanno piu
bene: dobbiamo scrivere delle leggi del moto che si raccordino alle altre gia scritte.

Per trovare questi due valori usiamo un sistema di due equazioni in due incognite in cui usiamo
la seconda equazione della e la legge oraria della velocita verticale calcolate entrambe
all'istante . in cui conosciamo posizione e velocita della particella.

1
y(te) =y + Vyole + Ea(tc)z

Vy(tc) =Y + a(tc)

(22.58)

Sappiamo che vy(f.) = 0 m/s: ricaviamo vy, e sostituiamolo nella prima equazione ricavando
Yo-
w(te) = vy, +altc) =0m/s

(22.59)
= —a(t.) = —(—6,12x 10 m/s?) - 1,28 x 10785 = 7,83 x 103 m /s

v)’o
1
y(te) = yo + vy tc + Ea(tc)z =0,75m

_ Lo \2
Yo = Wy lc — Ea(tC) +0,75m

Yo =—7,83x108m/s- 1,28 x 10785 — (—6,12 x 10® m/s?) - (1,28 x 1078 5)? + 0,75 m

Yo = 0,780 m
(22.60)

Rimane da determinare I'intervallo temporale di validita di quest'ultima legge del moto. La
legge vale dall’istante t. in cui la particella passa nel punto C (che gia conosciamo) all’istante
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22.3 Carica in moto in un campo elettrico e magnetico

in cui la particella passa nel punto CD. Troviamo ¢, dalla x(¢), la stessa gia trovata, conoscendo
le coordinate del punto D che sono (3 - 0,75 m; 0 m).

x(ty) = 2,25m = —0,43m + 1,50 x 10* m/s - 1,
2,25m —(-0,43m)
" 1,50x 108 m/s

(22.61)

=1,79% 1078 s

Quindi la legge oraria completa &:

x(t) = —0,43m + 1,50 x 105 m/s - t 128x10~8 s < £ < 1.79x10~8
se 1,28x s <t <1,79x S
y(t) = 0,78 m + 7,83 x 103 m/s - t — (3,06 x 1014 m/s?) - 2

(22.62)
Per scrivere I'equazione della traiettoria ('equazione di una parabola) possiamo sostituire nel
sistema precedente il valore del tempo dalla prima equazione nella secondo, ottenendo una
equazione in x e y. Per evitare di pasticciare con troppi numeri scriviamo il precedente sistema
con le sole lettere e sostituiamo i valori numerici solo alla fine dei passaggi algebrici.

X =Xy + Vi
g 1o (22.63)
= v —a
Yy=>X 8% 2
X — X
t= 0
v
e X\ 1 [x—xp)\2 (22.64)
y:yo+vy( )+—a< )
Ve 2 Vy
V x? — 2xxy + x°
y=yo+—y<x—xo>+1a( 0 0)
Vy 2 Vy
V. v 2 axxy ax®
V= Yo+ DX = DXy = — (22.65)
Vy Vx 2vey Vox 2vey
V ax® % ax
o) (2 B )
Vy 2v=,, Ve o Vo 2v°,,
Infine:
y=277m+4,05 -x—136m ! x? (22.66)
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2 3 Induzione magnetica

23.1 F.e.m. indotta

O(Wb)
Esercizio 190 Abbiamo una spira immersa in un 4
campo magnetico. Il flusso attraverso la spira varia
nel tempo secondo la legge rappresentata nel seguente
grafico. 4l
Trova quanto varia le f.e.m. indotta:

(@)}
'
T

2 +
I neltempotraOsels;
2. neltempo tralse3s; 0 5 > t(s)
3. neltempotraOse5s; ol

La legge di Faraday-Neumann ci dice che se il flusso del campo magnetico attraverso una spira
cambia nel tempo allora, in generale, sulla spira si manifesta una forza elettromotrice, secondo la
seguente relazione:

AD(B)

AL (23.1)

fem. =—

dove A@(E) ¢ la variazione del flusso e At ¢ il tempo trascorso. Il segno meno a secondo membro

ha un pieno significato solo se conosciamo l'orientazione della spira rispetto al campo magnetico:

non conoscendolo determiniamo solo il valore assoluto della f.e.m. . Applichiamo la legge ai tre
casi.

1.
®(B,) — (B -
Fem = (B;) — ®(By) :‘SWb 5Wh| _ v (232)
Iy — 1 1s—1s
2. N .
®(B,) — (B _ _
Fem = (Bp) — ©(By) :‘ 3Wb=5Wb| _, iy (233)
Iy —t 3s—1s
3, N _
®(B,) — (B _
Fem = (By) — ®(By) :‘8Wb SWh| _ ¢y (234
t2_t1 5s—0s
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23.2 Corrente indotta e suo verso

23.2 Corrente indotta e suo verso

Esercizio 191 Un magnete viene accostato ad una spira di rame, S
rotonda e di raggio r = 10 cm, come indicato in figura. Il campo

magnetico presente nel piano della spira passa da 5,0 mT a 35,0 mT N
in3s.

1. Quanto vale le f.e.m. media indotta?
2. Qual ¢ il verso della corrente indotta? @

La variazione del campo magnetico concatenato con la spira induce in questo una forza
elettromotrice indotta che possiamo determinare con la legge di Faraday-Neumann.

A®(B)
At

Supponiamo che il campo magnetico del magnete sia uniforme
su tutto il piano della spira. Per dare un segno al flusso del campo .
abbiamo bisogno di conoscere 'angolo relativo tra il verso del S A

campo e quello della superficie orientata associata alla spira. La : ;
superficie ¢ orientata secondo la normale alla superficie stessa. Nel : r
nostro caso abbiamo due possibilita: a nostro arbitrio scegliamo B +

quello verso l'alto. Possiamo rappresentare quel che avviene nel
piano della spira con il disegno posto qui a fianco.

fem. = (23.5)

1. Con queste premesse possiamo calcolare quanto vale il flusso all'inizio e alla fine dell’accosta-
mento del magnete.

(IDI(E) = B)i '§:

N (23.6)
|B;||S| cos(ar) = Bymr? cos(180) = 0,005 T - 7 - (0,1 m)? - (=1) = —1,57 x 10~* Wb

®¢(B) = B - S =
N (23.7)
|B¢|IS| cos(a) = Bgmr? cos(180) = 0,035 T - 7t - (0,1 m)? - (—1) = —1,10 x 107> Wb

Ora applichiamo questi dati alla legge di Faraday-Neumann, considerando anche i segni:

O(B) — ®;(B)  —1,10 x 1073 Wb — (1,57 x 104 Wb)

=3,14x1074V (23.8)
At 3s

fem. =

2. Per trovare il verso della corrente indotta possiamo procedere in due modi.

Metodo analitico

La scelta iniziale di un verso per la superficie orientata ci serve non solo per dare un segno
al flusso, ma anche per riferire ad esso il verso della corrente indotta. Il segno della f.e.m. ¢
risultato positivo. Di conseguenza se il pollice della mano destra (chiusa ad indicare un OK)
¢ orientato come il vettore S allora le altre dita si avvolgono come il verso della corrente. In
termini pit formali: un osservatore che venga attraversato dai piedi alla testa dal vettore S
vede la corrente circolare in verso antiorario. Possiamo osservare la corrente e il suo verso
nell’'ultima spira rappresentata nell’esercizio.
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23.2 Corrente indotta e suo verso

Metodo della Legge di Lenz

La legge di Lenz stabilisce che il verso della corrente indotta ¢ tale da opporsi alla causa che I'ha
generato; in particolare la corrente indotta ¢ tale da generare un campo indotto che si oppone
alla variazione del campo che I'ha indotto.

Nella figura seguente indichiamo il campo nel momento iniziale e poi nel momento finale.

La variazione AB del campo magnetico ¢ diretta verso il basso: di conseguenza nella spira
deve circolare una corrente i che produce un campo indotto verso l’alto, tale da opporsi alla
variazione del campo che I'ha indotto.

§ 5A B

1

Y Y

Nota
Se nel disegno iniziale avessimo messo la spira orientata verso il basso sarebbe cambiato

qualcosa?

Per quanto riguarda i due flussi sarebbe cambiato il segno e la variazione sarebbe stata positiva

invece che negativa. La f.e.m., legata alla variazione di flusso, avrebbe avuto il segno opposto.

Il verso della corrente indotta sarebbe stato lo stesso, perché avrei avuto sia il verso della superficie
orientata che quello della f.e.m. opposti. Il verso della corrente non dipende dalla scelta geometrica

che facciamo per affrontare il problema, ma dipende dalla fisica dello stesso.

Esercizio 192 Una spira rotonda viene accostata ad un magnete, come indicato nella figura
dell’esercizio precedente. Il campo magnetico presente nel piano della spira passa da 5,0 mT a
35,0 mT.

1. Quanto vale le f.e.m. media indotta?

2. Qual é il verso della corrente indotta?

Ai fini della f.e.m. indotta e della corrente associata non c’¢ nessuna particolare differenza tra
l'avvicinare la spira al magnete fermo o viceversa, come avviene nell’esercizio precedente: infatti
non appare in nessun calcolo e in nessuna delle rappresentazioni chi si stia muovendo e verso chi.

Di conseguenza i risultati sono gli stessi gia trovati.

Esercizio 193 Una spira conduttrice circolare di raggio 5,0 cm e re-
sistenza R = 145 Q e immersa in un campo magnetico la cui direzione
forma un angolo ¢ = 19° con la normale alla spira. L'intensita del

campo magnetico segue la seguente legge: B(t) = sin(2s™! -t —4) T 3 A¢ 3
1. Determina l'espressione funzionale del flusso del campo magnetico
attraverso la superficie. -

2. Determina la f.e.m. indotta istantaneamente sulla spira dal flusso
del campo.
3. Determina la corrente che circola nella spira all'istante t = 3,5 .
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23.2 Corrente indotta e suo verso

1. Il flusso del campo magnetico attraverso una superficie piana ¢ il prodotto scalare del campo
magnetico che l'attraversa per l'area orientata della superficie. Nel nostro caso la superficie e

un cerchio. Come verso di S scegliamo quello della normale alla superficie indicata nel testo.
Potevamo scegliere anche il verso opposto, essendo anch’esso normale alla superficie e quindi
adatto ad indicare la direzione e verso della superficie orientata.
®(B) = B-S = |B||S| cos(¢p) = sin(2s ™1 -t — 4) - tr? - cos(19°) T = (23.9)
sin(2s™! -t —4)-3,141- (0,05 m)? - 0,946 T = 7,42 x 1073 sin(2s~ 't — 4)Wb

2. Laf.e.m. istantanea la ricaviamo dalla legge di Faraday-Neumann in forma differenziale:

_d®(B) __diBJS|cos(d)

. d|B|
= — S =
" " S| cos(¢)

— 23.10
" (23.10)

fem. =

—7,42x 1073 cos(2s 1t —4)Wb - 257! = —1,48 x 102 cos(2s™ 't — 4)V
Osserviamo che:

« La derivata del flusso é fatta rispetto al tempo; cio che nell’espressione del flusso rimane
costante esce dall'operazione di derivazione.

« Lespressione funzionale del campo magnetico & una funzione composta del tipo f(g())
dove la g(t) = s~ !t — 4 e la derivata rispetto al tempo della g(t) é:

dg(®) _ d(2s™ 1t —4)

=251 2311
dr dr ° @310

« Lunita di misura dell'argomento di funzioni trascendenti (in questo caso il seno) sono
sempre adimensionali.

+ Nel derivare una espressione le unita di misura presenti si comportano come costanti.
« Laderivata del modulo di un vettore ha un segno; sebbene un modulo sia positivo puo

comungque essere una funzione crescente o decrescente e quindi con derivata positiva o
negativa.

3. Lacorrente che circola in un certo istante la ricaviamo con la prima legge di Ohm, considerando
il circuito come fosse solamente resistivo:

V(3,5s) —148x 1072 cos(2s713,55 — 4)V

=1,01x107%A (23.12)
145 Q

i(3,5s) =

Avvertenza

L'argomento delle funzioni goniometriche puo essere un angolo misurato in gradi o in radianti.
Normalmente nei compiti d'esame di matematical'argomento ¢ inteso in radianti. Il testo ci dava
un angolo in gradi e nel calcolare il prodotto scalare abbiamo usato i gradi come argomento del
coseno. Nell'ultimo calcolo, per coerenza, abbiamo inteso il numero che compare ad argomento
del coseno come una misura in gradi. Il risultato sarebbe stato diverso se lo avessimo inteso
come una misura in radianti.
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23.2 Corrente indotta e suo verso

Esercizio 194 Una spira rotonda é immersa in un campo magnetico
costante e uniforme B = 350 uT, come indicato in figura. Il raggio
della spira varia linearmente da 25 cm a 5 cm in otto secondi.

L Quanto vale le f.e.m. indotta media?
2. Quanto vale le f.e.m. indotta istantanea? ﬁ
3. Qual é il verso della corrente indotta media nell’intervallo dato?

4. Qual ¢ il verso della corrente indotta istantanea nello stesso
intervallo?

Se vogliamo calcolare la f.e.m. indotta nella spira dobbiamo applicare la legge di Faraday-
Neumann e quindi dobbiamo considerare il flusso del campo magnetico e I'area sottesa dalla spira.
La spira ¢ rotonda, ma la superficie racchiusa non ¢ costante, ma funzione del raggio che ¢ funzione
del tempo.

S = nr?(t) (23.13)

Del raggio sappiamo che ¢ una funzione lineare e quindi ha questa forma:
rf)=m-t+gq (23.14)
dove g ¢ il valore al tempo iniziale t = 0s e m ¢ la velocita di variazione. Per cui:

_Ar_n—rn 005m-025m _ 0,20m

m=—= = —0,025m/s (23.15)
At t—t 8s 8s

r(t) = —0,025m/s -t + 0,25 m (23.16)

1. Per trovare la f.e.m. indotta media non abbiamo bisogno di conoscere il comportamento della
spira durante la sua contrazione, ma solo il comportamento all'inizio e alla fine del processo.

Per semplicita orientiamo la spira, ovvero il vettore S, nello stesso verso del campo magnetico.
L'angolo tra i due vettori ¢ 0°. Calcoliamo il flusso del campo all'inizio e alla fine del processo.

o,(B) =8-S =

. (23.17)
|B||S;| cos(er) = Brr;? cos(0) = 0,350 T - 7 - (0,25 m)? - (1) = 6,87 x 1072 Wb

o(B)=B-S =

. (23.18)
|B||S;| cos(er) = Brrg? cos(0) = 0,350 T - 7t - (0,05 m)? - (1) = 2,75 x 107> Wb

Ora applichiamo questi dati alla legge di Faraday-Neumann:

®¢(B) - ®;(B) _ 2,75x 107> Wb — (6,87 x 1072 Wb)

=8,25x1073V (23.19)
At 3s

fem. =

2. Per trovare la f.e.m. istantanea scriviamo l'espressione funzionale del flusso magnetico conca-
tenato e poi facciamone la derivata rispetto al tempo nella legge di Faraday-Neumann.

®(B) = B- S(t) = |B|IS(t)| cos(a) = Brr(t)* cos(0) = Br(—0,025m/s - t + 0,25 m)? (23.20)
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23.2 Corrente indotta e suo verso

_de(B)  d(Bm(=0,025m/s-t +0,25m)*)
d dt

fem. =

d(—0,025m/s - t + 0,25 m)?
Brn

i = —(Bn2)(—0,025m/s -  + 0,25 m)(—0,025 m/s) =

—(0,350T - 3,141 - 2)(—0,025m/s - t + 0,25 m)(—0,025m/s) =
—(=5,50 x 1072 V/m)(—0,025m/s - t + 0,25 m) =

—1,37x1073V/s -t + 1,37 x 1072V
(23.21)
3. Per trovare il verso della corrente indotta consideriamo il

segno della f.e.m.: esso ¢ conseguenza della scelta fatta per

l'orientazione della superficie orientata. Al segno positivo della 3

f.e.m. ¢ associata una corrente che segue la regola della mano

destra, con il pollice orientato come il vettore S. ¢
Di conseguenza il verso della corrente ¢ quello indicato in

figura.

4. Possiamo osservare che il segno della funzione f.e.m. ¢ positivo al tempo ¢t = 0's; poi decresce
linearmente fino ad annullarsi al tempo ¢t = 10 s. Per cui, nell'intervallo di tempo richiesto, la
f.e.m. mantiene sempre il segno positivo e la corrente sempre lo stesso verso indicato al punto
precedente.
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23.3 F.e.m. mozionale

Esercizio 195 Una spira rettangolare é posta nel piano xy come indicato in figura. Una lato, di
larghezza l = 18 cm, si muove con velocita v = 8 m/s verso destra. La spira ¢ immersa in un campo
magnetico, uniforme e constante, di 2,5 T orientato nella direzione dell'asse z e perpendicolare alla
spira, con il verso indicato in figura. Tenendo conto del verso positivo di percorrenza della spira
indicato in figura, calcola:

1. la forza elettromotrice indotta nella spira;

2. il verso della corrente indotta;

3. la forza, in modulo direzione e verso, che agisce sul lato mobile della spira quando ¢ in movimento.

V4

-

B

LT

1. La forza elettromotrice indotta nella spira ¢ data dalle legge di Faraday-Neumann.

do(B)
dt

fem. =— (23.22)
dove ddD(B)) ¢ la variazione del flusso del campo magnetico concatenato con la spira.
II flusso del campo magnetico ¢ il prodotto scalare del campo magnetico per la superficie
orientata del piano della spira.
La superficie ¢ rettangolare, la sua area é A = bh, dove possiamo prendere come altezza il lato
mobile e come base la lunghezza dell’altro lato ad un certo istante t. L'estremita destra della
base si muove di moto rettilineo uniforme con velocita v, partendo da una lunghezza iniziale
by all'istante t = 0:

b(t) = by + vt (23.23)

Quindi l'area della spira all’istante t vale:
A =bh=(by+vt)h (23.24)

Per trovare il flusso del campo dobbiamo conoscere l'orientazione del campo magnetico rispetto
alla direzione della spira. Se il verso di percorrenza scelto (a piacimento) € quello della figura, la
direzione positiva della spira ¢ verso il basso, perpendicolarmente al piano della spira, secondo
la legge della mano destra (prendendo il pollice come direzione della spira e le altre dita della
mano come il verso scelto del contorno della spira). In questo caso la spira forma un angolo di
0 = 0° con il campo magnetico.

®(B) = B- S = |B||S| cos(6) = Bh(b, + vt) (23.25)
Se facciamo la derivata rispetto al tempo del flusso otteniamo:
do(B
% =Bhw=25T:0,18m-8m/s =3,6V (23.26)
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23.3 F.e.m. mozionale

2. Il verso della corrente indotta ¢ tale da generare un campo che si oppone alla variazione del
flusso del campo concatenato alla spira che I'ha generata. In questo caso il campo esterno
¢ costante, la superficie della spira sta aumentando e quindi sta aumentando il flusso del
campo magnetico ad essa concatenato. Il flusso ¢ negativo ovvero diretto verso il basso e sta
aumentando in modulo. Si deve quindi creare un campo magnetico orientato verso l'alto che
crei un controflusso diretto verso l'alto. Se questo campo ¢ diretto verso l'alto, deve essere
generato da una corrente indotta che, per la regola della mano destra indicata precedentemente,
¢ orientata in verso opposto a quello dato per la spira.

3. In questa situazione su tutti i lati della spira circola corrente. Per la seconda legge di Laplace su
ogni lato della spira agisce una forza che ¢ data dalla relazione:

> -

F=ilnB (23.27)

dove [ & un vettore orientato come il tratto [ di conduttore, B il campo magnetico ed Fla
forza che agisce sul tratto di conduttore. Seguendo la regola della mano destra e orientando
I'indice nella direzione e verso diZ il medio (a 90°) nella direzione e verso del campo magnetico,
troviamo che la forza ¢ orientata nella direzione e verso del pollice.

In questo caso la forza che agisce sul tratto mobile della spira la spinge verso sinistra, cioe in
verso opposto alla sua velocita, come stabilisce anche la legge di Lenz.
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Esercizio 196 Una bobina circolare, lunga 3,7 cm, di raggio 12 mm e resistenza r = 15, e
composta da 35 spire di rame. La bobina viene sottoposta ad una differenza di potenziale costante di
25V.
1. Calcola l'induttanza della bobina.
2. Trova l'energia accumulata nel campo magnetico della bobina.
3. Se il generatore di tensione viene staccato all’istante t = 5 s e il circuito viene immediatamente
cortocircuitato, quanto vale la corrente che circola dopo 3 secondi?

1. L'induttanza L di un solenoide ¢ dato dalla seguente relazione:

2
L= yOANT (23.28)
dove fi ¢ la permeabilita magnetica del vuoto, A ¢ I'area della sezione trasversale del solenoide,
Nil numero di spire, [ la lunghezza della spirale. In questo caso:

2
L =4m-10""7(0,012 m)2L
0,037 m

5

=188x10°H (23.29)

2. Lenergia accumulata nel campo magnetico della bobina ¢ legata alla corrente i che I'attraversa
dalla seguente relazione:

E= L (23.30)
Per la prima legge di Ohm la corrente che circola nel circuito in regime stazionario é semplice-
mente: AV 25V
i=—=——==167A (23.31)
r 15Q

dal momento che a regime, in un circuito a corrente continua, 'induttanza non influisce sulla
corrente. Per cui 'energia accumulata vale:

E= % 1,88 x 10> H-(1,67A)? = 2,62x107°] (23.32)

3. Il nostro circuito € un circuito RL; togliendo il generatore si trasforma in un circuito RL alla
sua apertura. La corrente che circola all’istante t dopo aver staccato il generatore é:

i(t) = ige /L (23.33)

Ci viene detto che il generatore viene staccato all'istante t = 5 s: cio non ha alcuna rilevanza
perché cio che importa € quel che accade dopo. A noi interessa trovare I'intensita di corrente
dopo 3 s dall’esclusione del generatore quindi:

i(3s) = 1,67 A - e(T3515Q/188x10° H) ~ o (23.34)
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24 Equazioni di Maxwell e onde e.m.

24.1 Corrente di spostamento

Esercizio 197 In una regione di spazio vuota la circuitazione del campo magnetico attraverso una
linea chiusa [ vale 2,34 x 1073 Tm.
Trova la corrente di spostamento attraverso la linea chiusa.

La legge di Ampére-Maxwell lega la circuitazione del campo magnetico alla presenza di due
tipi di correnti: quelle di conduzione I, con la presenza di cariche in movimento, e quella di
spostamento I, legata a campi elettrici in variazione.

351? cdl = (I + L) (24.1)

La circuitazione del campo magnetico ¢ fatta su una linea chiusa, come nel nostro caso. Le correnti
sono concatenate con la linea chiusa. La regione di spazio vuota esclude la presenza di cariche: ¢
presente solo la corrente di spostamento. Per cui:

_$B-dl 234x107%Tm

= = 1,86 x 103 A (24.2)
Ho 4t x 1077 Tm/A

S

255

N
AN

Equazioni di Maxwell e onde e.m.



24.1 Corrente di spostamento

Esercizio 198 Un circuito ¢ costituito dalla resistenza R = 150 Q e da un condensatore di capacita
C = 130 pF posti in serie con un generatore da 12'V. Il condensatore ¢ a facce piane e parallele, di
forma quadrata, di lato | = 5 cm; tra le armature é interposta aria.

Il circuito (mostrato in figura) é inizialmente aperto; il condensatore scarico.

Il circuito viene chiuso e dopo un tempo t = 0,05 s ci domandiamo:

Quanto vale la corrente di conduzione alle armature del condensatore?

Quanto vale la corrente di spostamento tra le armature del condensatore?

Qual ¢ il verso e direzione del campo elettrico all'interno del condensatore?

Quanto vale la velocita di variazione del campo elettrico?

LA LW~

. Quanto vale il modulo del campo magnetico su una linea circolare di raggio r = 5,0 mm
centrata sul filo di interconnessione tra gli elementi del circuito?

6. Quanto vale il modulo del campo magnetico su una linea circolare di raggio r = 50,0 mm
centrata sull'asse del condensatore e posta al suo interno?

7. Quanto vale il modulo del campo magnetico su una linea circolare di raggio r = 5,0 mm
centrata sull'asse del condensatore?

8. Come ¢ orientato il campo magnetico sulla linea precedente?

ull
N

1. Abbiamo un circuito RC inizialmente scarico e in chiusura. La corrente che fluisce nel circuito

all'istante 0,5 s vale:
0,05 s) ( 0,5s
RC ) = 12V

e\ 150Q-130 x 106 F> =6,15x 103 A (24.3)
150 Q

1(0,05s) = %e<

La corrente di conduzione che arriva alle armature del condensatore ¢ questa corrente.

2. Lacorrente complessiva che fluisce nel circuito non si interrompe nel condensatore. La corrente
di spostamento tra le armature del condensatore e in modulo e verso la stessa corrente di conduzione
che scorre nel filo.

In realta questo ¢ vero solo parzialmente. Infatti la corrente di spostamento ¢ associata alla
variazione del flusso del campo elettrico.

dd(E
L =¢ d(t ) (24.4)

Se consideriamo la corrente tra le armature ci stiamo limitando a considerare il flusso e quindi
il campo elettrico presente solo tra le armature. In realta il campo si estende in tutto lo spazio
intorno alle armature e solo considerando il flusso esteso ad una superficie infinitamente estesa
potremo ottenere una corrente di spostamento uguale a quella di conduzione che alimenta il
condensatore.

3. Ilverso del campo elettrico va sempre dall armatura positiva a quella negativa: nel nostro modello
semplificato ¢ uniforme in tutti i punti dello spazio tra le armature e vale zero in tutto il resto
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dello spazio. Questo verso non ha importanza ai fini del verso della corrente di spostamento,
la quale dipende piuttosto dalla variazione del campo.

4. Per rispondere alla domanda applichiamo la legge di Ampére-Maxwell alla regione compresa
tra le armature del condensatore, sapendo che in essa € presente solo la corrente di spostamento

e non quella di conduzione.
(24.5)

« Facciamo la supposizione, prima fatta, che la corrente di spostamento sia uguale alla
corrente di conduzione che alimenta il condensatore.

« Sviluppiamo l'espressione del flusso: il flusso & quello di un campo elettrico attraverso
una superficie.

+ Nella figura seguente indichiamo il campo elettrico in un punto qualsiasi sulla faccia
della prima armatura. Esso ha la stessa e direzione e verso in qualsiasi punto dello spazio
compreso tra le armature: basta indicarne direzione e verso in un punto a piacere.

 Come superficie orientata, per calcolare il flusso, scegliamo la prima armatura; prendiamo
(a nostro arbitrio) come direzione e verso quello che va dalla prima alla seconda armatura.
Indichiamo il vettore in un punto qualsiasi della faccia.

« La corrente di conduzione nella fase di carica ha il verso indicato in figura. Esso coincide

con il verso dato al vettore S: dobbiamo prendere la corrente con il segno positivo nella
legge di Ampére-Maxwell.

iy

do(E) d(IS||E| cos(0%)) dE
s — EO dt = €0 dt = 8055 (246)

Il termine T rappresenta la velocita di variazione del campo elettrico.

L L
dE_ & __ & 2,78 x 1011V /s (24.7)
dt &S (0,05 m)?
5. Intorno ad un filo percorso da corrente si forma un campo magnetico. Se il tratto di filo

¢ sufficientemente rettilineo ed esteso rispetto alla distanza dal filo possiamo applicare ad
esempio la legge di Biot-Savart per trovarne l'intensita.

ol po-615x107°A

=247x1077T (24.8)
2 r 21 - 0,005 m

B
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24.1 Corrente di spostamento

6. Anche nella zona tra le armature del condensatore la circuitazione del campo magnetico
ha lo stesso valore, ma solo se prendiamo una linea chiusa che circonda completamente il
condensatore. La nostra linea chiusa € una circonferenza di 0,1 m di diametro: le armature del
condensatore stanno completamente all'interno. Quindi il campo magnetico ha lo stesso valore
che abbiamo determinato al punto precedente.

7. In questo caso la linea chiusa descrive una circonferenza che ¢ piu piccola delle armature del

condensatore. Di conseguenza la superficie §1 da considerare nel calcolo del flusso del campo
elettrico ¢ piu piccola delle armature del condensatore. La velocita di cambiamento del campo
elettrico ¢ invece la medesima calcolata nei punti precedenti.
Il campo magnetico lo chiamo B; ad indicare che ¢ diverso da quello che calcoleremmo fuori dal
condensatore. In questo caso ci viene chiesto il campo su una linea circolare centrata sull’asse
del condensatore: siamo nelle condizioni di simmetria per usare anche la legge di Ampére-
Maxwell. Il campo ha lo stesso valore (direzione e verso) in ogni punto della circonferenza:
possiamo farlo uscire dall'integrale. L'integrale che rimane rappresenta la lunghezza della
circonferenza.

B,
E
+ —
N dE
Bl -dl = Bl dl = Bl - 2mr = ﬂOgOSIE (249)
(y &S dE> 2 11
00”174 gm - (0,006m)“-2,78x 10" V/s
B, = dt) _ (oto ) _ 774x107°T  (24.10)
2mr 21 - 0,005 m
Nota

C’¢ un’ulteriore elemento di irrealisticita nel condensatore che abbiamo descritto: ¢ la sua
capacita. Trattandosi di un condensatore a facce piane e parallele, con I'aria tra le armature, la sua
capacita ¢ data dalla formula C = 803. La distanza tra le armature dovrebbe essere infinitesima
per dare quella capacita. Tuttavia se avessimo usato un valore piu realistico per la capacita avremo
avuto valori piccolissimi per la costante di tempo del circuito RC.
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Esercizio 199 Trova il valore efficace del campo elettrico e magnetico associati ad un’onda elettro-
magnetica la cui intensita é I = 3,5W/ m?.

L'intensita o irraggiamento di un’‘onda elettromagnetica nel vuoto ¢ il prodotto della velocita
della luce c per la densita volumica media di energia wassociata all'onda:

I=cw (24.11)

La densita volumica di energia w e legata al valore massimo del campo elettrico E; dalla seguente
relazione:

W= g E (24.12)

E
Eof = — (24.13)
V2
Possiamo quindi concludere che:
0
I= c507 = ceoEesz
- (24.14)
Eeff = /— =1320V/m
C-&
Il campo elettrico ¢ legato al campo magnetico secondo la relazione E = ¢B quindi:
E
Bog= =& =44x107°T (24.15)
c

Esercizio 200 Trova la potenza a cui deve trasmettere una stazione radiofonica per avere a 100 km
di distanza un segnale il cui campo elettrico associato vale almeno 6,0 x 1074V /m.

La potenza associata ad un’onda ¢ il prodotto tra I'intensita dell'onda e la superficie che attraver-
sa. Nel nostro caso, supponendo che I'onda venga irraggiata isotropicamente in tutte le direzioni,
possiamo immaginare che arrivi nel punto di ricezione su una superficie sferica il cui raggio ¢ la
nostra distanza dalla sorgente. Supponiamo inoltre che il valore minimo del campo elettrico nel
punto di ricezione sia il suo valore efficace.

P=1IS= (cgongf)(4Ttr2) =

(24.16)
2,99x 108 m/s- 8,86 x 10712 F/m - (6,0 x 1074V /m)? - 47t - (100 km)? = 30 W
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24.2 Onde elettromagnetiche

Esercizio 201 Un satellite in orbita intorno alla Terra ha 70 m? di panelli solari esposti al Sole.
Sapendo che assorbono completamente la luce che li investe, trova la pressione di radiazione a cui
sono sottoposti e la forza esercitata dalla radiazione solare su di essi.

1. Un fascio di onde elettromagnetiche che investono un oggetto possono esercitare su di esso
una pressione: questa pressione varia a seconda che il fascio venga assorbito o riflesso.
Nel caso di completo assorbimento e con la luce che incide normalmente alla superficie la
pressione di radiazione vale:

pP= (24.17)

C

dove I ¢ 'intensita della radiazione incidente e c la velocita della luce. Nel caso di superficie
completamente riflettente la pressione raddoppia.
La radiazione solare che incide sulla Terra ha un intensita media Iy = 1367 W/m?. Per cui:

1367 W/m? i
= = 4,57 x 107" Pa (24.18)
2,99 x 108 m/s?
2. Laforza complessiva vale:
F=PS=41x10"%Pa-70m? =320x107*N (24.19)

Esercizio 202 Un'onda elettromagnetica piana é linearmente polarizzata e si propaga nel vuoto.
Il campo elettrico dell'onda varia secondo la legge E(x,t) = Ej sin(kx + wt) i

1. Qual ¢ la direzione di propagazione dell'onda?

2. In quale direzione oscilla il campo elettrico?

3. Qual ¢ la legge associata al campo magnetico dell'onda e in quale direzione oscilla?
4. Qual ¢ il vettore di Poynting associato all'onda?

1. Quando si parla di onda piana nello spazio si intende un'onda i cui fronte d’'onda sono dei piani
che si muovono tutti nella stessa direzione e con la stessa velocita. Per determinare la direzione
di propagazione dell'onda dobbiamo guardare all'argomento della sua espressione funzionale.
Nel nostro caso abbiamo una f(x + vt), dove il tempo e la posizione sono sommati: abbiamo
un’onda regressiva che avanza nel verso negativo dell’asse x.

2. Il versore j non sta ad indicare la direzione di propagazione, ma la direzione di oscillazione del
campo. Il campo elettrico oscilla lungo la direzione del versore j ovvero lungo l'asse y oppure
perpendicolarmente al piano xz.

3. Il campo magnetico associato ha un modulo di intensita B = = E dove E ¢ il modulo del campo
elettrico e c la velocita della luce nel vuoto. Questo vettore & perpendlcolare al campo elettrico
e alla direzione di propagazione dell'onda. In particolare forma una terna destra in cui il primo
vettore ¢& il campo elettrico, il secondo il campo magnetico e il terzo un vettore orientato v
come la direzione e il verso di propagazione dell'onda.
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e
/v_)Eﬁy
" B

Di conseguenza il vettore campo magnetico oscilla lungo 'asse z, in fase con il vettore campo
elettrico, ma nel verso negativo dell’asse quando il campo elettrico & nel verso positivo, cosi
come indicato in figura. Infine:

> E A
B(x,t) = =l sin(kx + wt) k (24.20)
c
4. Il vettore di Poynting associato ad un’onda piana nel vuoto & cosi definito:
EAB
Ho

S =

(24.21)

Questo vettore & orientato come il vettore v prima espresso: infatti rappresenta direzione e
verso di propagazione dell'onda. Il vettore campo elettrico e magnetico sono in questo caso
perpendicolari quindi I'angolo tra essi ¢ 90°. Il suo modulo é:

EBsin(90°)  E§
S= & =2 sin?(kx + wt) (24.22)
Ho CHo

Il vettore puo essere espresso come:

E, ~
(Ep sin(kx + wt) j) A (——0 sin(kx + wt) k)
C —

S= -
Ho (24.23)
2
S sin(kx + wt)i
CHo

Esercizio 203 Trova la velocita di un'onda elettromagnetica in un mezzo con costante dielettrica
relativa e, = 2,5 e permeabilita magnetica relativa i, = 1,05.
Trova poi l'indice di rifrazione del mezzo in cui l'onda si sta propagando.

1. La velocita di un’onda elettromagnetica in un mezzo materiale puo essere ottenuta con la
seguente relazione:

¢ 299x10°m/s

v = =1,85x 102 m/s (24.24)
N 2,5-1,05
2. L'indice di rifrazione del mezzo vale invece:
n= & =25-1,05= 2,63 (24.25)
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24.2 Onde elettromagnetiche

Esercizio 204 Un fascio di luce non polarizzato di intensita I = 10 W/m? incide su un pola-
rizzatore lineare: il polarizzatore ha l'asse di trasmissione che forma un angolo di 60° con l'asse
x

Il fascio in uscita da questo polarizzatore viene intercettato da un altro polarizzatore lineare con
l'asse di trasmissione che forma un angolo di 70° con l'asse x.

L. Trova l'intensita della luce in uscita dal primo polarizzatore.
2. Trova l'intensita della luce in uscita dal secondo polarizzatore.

3. Trova l'angolo di un terzo polarizzatore lineare in grado di attenuare l'intensita della luce di un
ulteriore 50%.

1. Lintensita trasmessa da un polarizzatore lineare ¢ la meta di quella intercettata, se il fascio
incidente non ¢ polarizzato, a prescindere dall’'orientazione del polarizzatore.

I = é = 5,0W/m? (24.26)

2. Un fascio polarizzato linearmente, se viene intercettato da un polarizzatore lineare, emerge
con un’intensita data dalla legge di Malus.

L = I cos?®(a) (24.27)

dove I'angolo a ¢ quello formato dall’asse di trasmissione del polarizzatore con la direzione di
polarizzazione del fascio incidente: nel nostro caso sono 10°.

L = 50W/m? - cos?(10°) = 4,85 W/m? (24.28)

3. Se vogliamo che un terzo polarizzatore dimezzi 'intensita applichiamo ancora la legge di
Malus per trovare I'angolo per il quale:

cos’(f) =

1
cos(f) = NG (24.29)

= arccos i = 45°
P (ﬁ) 45

Se ci riferiamo ancora allo stesso asse x il polarizzatore deve avere un angolo di 115° 0 25°, cio¢
45° in piut 0 in meno rispetto all’angolo iniziale di 70°.
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2 5 Relativita

25.1 Dilazione dei tempi, contrazione delle lunghezze

Esercizio 205 Andrea é un astronomo e Marco un astronauta: hanno entrambi 40 anni. Marco
viene reclutato per fare un viaggio verso la stella Sirio, distante 8,6 anni luce, con un'astronave
capace di andare alla velocita di 0,95 c. Trova:

1. quanto tempo dura il viaggio per Andrea e quanto per Marco;

2. quanto vale la distanza percorsa per Andrea e quanto per Marco;

3. leta di entrambi quando viene raggiunta la stella.

Supponiamo che sia Andrea che Marco si trovino ognuno in un sistema di riferimento inerziale.
Il tempo e la distanza percorsa sono misurati tra due eventi: la partenza dalla Terra e l'arrivo su
Sirio.

1. Per Andrea il tempo é misurato con un orologio posto fermo di fronte a sé. Tuttavia I'evento di
partenza e di arrivo avvengono in luoghi differenti: non si tratta di un tempo proprio. Il tempo
trascorso puo essere ricavato dalla definizione di velocita.

V= A% (25.1)
At
dove ve la velocita dell’astronave, Ax; la distanza tra la Terra e Sirio, misurata stando fermi
sulla Terra, e Atil tempo trascorso.

% _ 86al

At = =
v 0,95c¢

=9.1anni=29x10%s (25.2)

Se Andrea, sulla Terra, guarda l'orologio che Marco, sull’astronave, porta con sé, vedra che il
tempo trascorso (in questo caso tempo proprio perché misura l'intervallo di tempo tra due
eventi che avvengo nello stesso posto) &

Ato_A—t_At,/l——_wxlog\/ % =89x10"s (25.3)

Questo ¢ il tempo trascorso per Marco ed ¢ un tempo proprio perché I'evento della partenza e
dell’arrivo avvengo, nel suo sistema di riferimento, nella stessa posizione.

2. Chi misura la distanza tra la Terra e Sirio dal sistema di riferimento della Terra vede sia il
luogo di arrivo che di partenza fermi nel proprio sistema di riferimento: questa distanza ¢ una
lunghezza propria. Essa vale:

Iy =8,6al =8,1x10°m (25.4)
0
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25.1 Dilazione dei tempi, contrazione delle lunghezze

Marco invece, nel suo sistema di riferimento, &€ come se stesse fermo e vedesse sia il punto di
partenza che il punto di arrivo muoversi alla velocita v= 0,95 c: la distanza da lui misurata non
¢ una lunghezza propria. La distanza da lui percorsa la possiamo ricavare dalla definizione di
velocita, considerando il tempo A, da lui misurato per arrivare a destinazione.

y= DX (25.5)
Aty
I=Ax=vAt =0,95¢c-8,9%x10"s=25x10°m (25.6)

Osserviamo che la velocita relativa tra il sistema di riferimento di Marco e quello di Andrea
non puo che essere, in modulo, la stessa per entrambi.
Possiamo ricavare questa distanza anche considerando il fenomeno della contrazione delle

lunghezze.
I [ / 0,95 c\?
1=2=p]1-L =81x10%m 1—(’ C) =2,5%x10°m (25.7)
Y c? c

3. Infine, quando 'astronave giungera alla meta, I'eta di Andrea sara:

t = 40 anni + At = 49 anni (25.8)

Invece I'eta di Marco:
t’ = 40 anni + At, = 43 anni (25.9)

Esercizio 206 Una navicella spaziale viene inviata dalla Terra verso Giove; la navicella si muove
con una velocita costante v = 25 km/s. Determina lo scarto temporale tra quanto indicato da un
orologio a Terra, dopo un anno di viaggio, e quello posto sulla navicella.

Abbiamo due eventi: la posizione della navicella alla partenza e quella dopo un anno. Il tempo
Aty trascorso sulla navicella (ancora incognito) ¢ un tempo proprio: i due eventi avvengono, per
questo sistema di riferimento, nella stessa posizione. Il tempo At trascorso sulla Terra ¢ invece un
tempo non proprio.

Tra i due tempi sussiste quindi la seguente relazione:

At =yt (25.10)

Calcoliamo il fattore y.

1 _ 1 — 1,0000000035 (25.11)

y:
J1-p2 1 ( 25km/s )2
2,99 x 10° km/s

In questo risultato c’¢ tuttavia un problema: una usuale calcolatrice scientifica dara come risultato
solo uno, non potendo gestire abbastanza cifre significative da mostrare le cifre finali del fattore
qui calcolato.

Per risolvere questo problema, e quando le velocita sono molto inferiori a quelle della luce,
possiamo utilizzare uno sviluppo in serie. Si puo dimostrare che, se x « 1, vale con buona
approssimazione la seguente relazione:

1+x)*=1+ax (25.12)
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Se applichiamo questa relazione al fattore gamma possiamo scrivere:

N

1 25km/s 2
=1+ 0,0000000035

~1+=
Y 2 \2,99 x 10° km/s

Per cui, se un anno sono 31536000 s, lo scarto temporale At, tra i due orologi é:

(25.13)

(25.14)

At = At — Aty = YAty — Aty = Aty(y — 1) = 31536000 s ((1 +0,0000000035) —1) = 0,11 s (25.15)
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25.2 Trasformazioni di Lorentz

Esercizio 207 Abbiamo due sistemi di riferimento inerziale O e O’. Gli assi coordinati e le origini
dei due sistemi sono sovrapposti all'istante t = 0. Il secondo sistema si muove rispetto al primo con
velocita v = 7,3 x 107 m/s nel verso positivo dell asse x.

Trova in che punto dello spazio tempo ¢ individuato nel sistema O” un evento che nel sistema O

accade all'istante t = 3 min nel punto P= (45 km; 3 km; 2 km).

Per la particolare orientazione reciproca dei due sistemi di riferimento possiamo utilizzare la
forma piu semplice delle trasformazioni di Lorentz:

x" =y(x—wt)
y =y
L = (25.16)
vx
o=y 2)
2
dove: .
y = — (25.17)
2
1- 2
2

Queste trasformazioni ci consentono di trovare le coordinate (¢, x, y, z) di un evento nel sistema di
riferimento O conoscendo le coordinate (¢, x”, y’, z”) dello stesso evento nel sistema di riferimento
O’. Sostituiamo i dati:

Y= L = 1,031 (25.18)

2
) 7.3 x 107 m/s
299792458 m/s

x’ =1,031-(45%x10°m —7,3x 10" m/s - 180s) = —1,35 x 10! m

y’ =3x10°m
z/=2%x10°m (25.19)
, 7,3x 10" m/s-45x 10° m
t" =1,031-(180s — = 186s
(299792458 m /s)>?
Quindi, nel sistema di riferimento O’, I'evento accade all'istante t” = 186, nel punto di

coordinate spaziali P’ = (—1,35 x 101 m; 3 x 10> m; 2 x 103 m).
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Esercizio 208 Abbiamo due osservatori, O e O’: il primo sta sulla Terra e il secondo si muove su
un’astronave verso una stazione spaziale che dista 2 anni luce dalla Terra, procedendo alla velocita
v = 0,50 c. Quando l'astronave parte per il suo viaggio i due osservatori si trovano nello stesso
istante sulla Terra.

1. Trova i punti dello spazio-tempo, per i due osservatori, in cui inizia il viaggio.

2. Trova i punti dello spazio-tempo, per i due osservatori, in cui il viaggio termina.

3. Trova la durata del viaggio che ognuno dei due osservatori misura nel proprio sistema di
riferimento, indicando quale delle due durate puo interpretarsi come un tempo proprio.

4. Trova la lunghezza del viaggio che ognuno dei due osservatori misura nel proprio sistema di
riferimento, indicando quale delle due puo interpretarsi come lunghezza propria.

Il testo ci dice che nell'istante iniziale il tempo ¢ lo stesso per i due osservatori: poniamolo, a
nostro arbitrio e per semplicita, uguale a zero.

=t =0s (25.20)

Supponiamo che il moto avvenga in linea retta, a velocita costante. Se vale questa ipotesi possiamo
considerare il sistema di riferimento della Terra e dell’astronave come inerziali e possiamo applicare
le trasformazioni di Lorentz. Se il moto fosse differente quasi sicuramente dovremmo usare un
modello molto piu sofisticato, magari la relativita generale.

Per quanto riguarda l'orientazione spaziale poniamo l'asse x nella direzione della traiettoria
del moto e con il verso positivo concorde con il verso della velocita dell’astronave. Gli assi ye z
sono di conseguenza perpendicolari al moto e per essi non si osservano fenomeni relativistici: gli
escludiamo dalla discussione.

Adesso possiamo fissare la posizione iniziale del viaggio nei due sistemi di riferimento in una
coordinata qualsiasi dell’asse x: poniamola, a nostro arbitrio e per semplicita, uguale a zero per
entrambe i sistemi. Come per il tempo esse sono definite a meno di una costante arbitraria.

x;=x,=0m (25.21)
1. Ora possiamo dire che la posizione iniziale nei due sistemi di riferimento inerziale é:
P, =P, =(0m;05s) (25.22)

2. Per quanto costruito e conosciuto finora, tra i nostri sistemi di riferimento possiamo applicare
le seguenti trasformazioni di Lorentz:

x" =y(x—wt)
) v (25.23)
-
c

Per quanto riguarda il sistema di riferimento O, il punto di arrivo ¢ a due anni luce dal punto di

partenza, quindi:
xp = 2al = 1,8908 x 101® m (25.24)

I tempo trascorso puo essere ricavato dalla definizione di velocita.

Ax
y=—2 (25.25)
At
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25.2 Trasformazioni di Lorentz

dove v ¢ la velocita dell’astronave, Ax la distanza tra la Terra e la stazioni spaziale, misurata
stando fermi sulla Terra, e At il tempo trascorso.

Ax
ty=ty—t; = At = —2 = % =4,0anni = 1,2614 x 108 s (25.26)
v DC

Quindi:
P, = (x;1,) = (2al;4a) = (1,8908 x 101° m; 1,2614 x 108 5) (25.27)

Per il sistema di riferimento O’ sostituiamo quanto sappiamo nelle trasformazioni:

y = 1 _ 1
V2 <0,5c>2
1-—— 1-—
\ 2\ c

x5 = 1,1547 - (2al = 0,5¢c-4a) =0al = 0m

= 1,1547 (25.28)

th = 1,1547 - <4a - OSCC—Zzal) =3,45a=1,0925x10%s (25.29)
Il punto di arrivo nel sistema di riferimento O &:
I;é = (x5;t5) = (0m; 1,0925 x 103 ) (25.30)
. Per il sistema di riferimento O, come abbiamo gia calcolato, il viaggio dura:
At=t,—t; =t, = 1,2614 x 108 s (25.31)
Per il sistema di riferimento O’ il viaggio dura:
A =ty —t) =1, =1,0925x 108 s (25.32)

La durata del viaggio per il sistema di riferimento O” &€ un tempo proprio. Tra le due durate
deve sussistere anche la relazione:

A = Ay = 2 (25.33)
y

Infatti:
At 1,2614x10% s

TR 1,0925 x 108 s = At/ (25.34)
Y s

. Per il sistema di riferimento O la lunghezza del viaggio L, come sappiamo dal testo, ¢ 2 al. La
posizione di arrivo e di partenza sono misurabili nello stesso istante dallo stesso sistema di
riferimento: abbiamo una lunghezza propria.

Per il sistema di riferimento O’ la lunghezza L’ non é Ax’ = x4 — x7. Infatti, oltre ad essere
nulla, quella lunghezza ¢ tra due eventi che per O’ non avvengono nello stesso istante. Allora
la lunghezza ¢ ad esempio la distanza tra il punto di partenza e il traguardo visti entrambi al
momento della partenza.

Se il moto ¢ rettilineo uniforme il traguardo si trova ad una distanza che ¢ il prodotto della
velocita del viaggio per il tempo che esso dura.

L' =v-t),=0,5c-1,0925x 103s = 1,64 x 101®m (25.35)
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Avvertenze

In una precedente versione di questo file, nel calcolare la posizione x5 non ho svolto dei calcoli
esatti, come scritto sopra, ma dei calcoli numerici, peraltro con piu cifre significative di quelle che
sarebbe opportuno scrivere.

xy" = 1,1547 - (1,8908 x 101 m — 1,4989 x 103 m/s - 1,2614 x 103 s) = 1,0108 x 101 m (25.36)

Cosa c’e di sbagliato in un risultato cosi diverso da quello corretto? Il problema ¢ che il risultato non
¢ formalmente scorretto. Con cinque cifre significative ci possiamo aspettare che il risultato abbia
una approssimazione del 0, 01% e infatti ¢ cosi. Il rapporto tra la distanza ottenuta e la lunghezza
L ¢ dello 0,005%, ovvero ¢ uno zero entro i limiti di precisione dei calcoli. Questo risultato ¢
inoltre molto sensibile al numero di cifre usato per svolgere il calcolo: con alcune calcolatrici,
preservando tutta la precisione matematica nei calcoli precedenti, ho ottenuto come risultato
2,7 x 10* m. Tuttavia non vediamo nessun particolare significato in quei numeri, ma ritroviamo
tutta la fisica che dobbiamo aspettarci solo nel risultato nullo. Per cui vi invito in relativita a prestare
ancora piu attenzione del solito nello svolgere calcoli approssimati invece di quelli esatti, se questi
sono possibili, e al numero di cifre utilizzate anche nei passaggi intermedi.
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25.3 Composizione delle velocita

Esercizio 209 Lastronave Arcadia si allontana ad una velocita v; = 0,60 c rispetto alla Terra.
Poi lancia un missile con una velocita v, = 0,90 c rispetto ad essa, davanti a sé.
Trova la velocita relativa del missile rispetto alla Terra.

In mancanza di specifiche indicazioni supponiamo che il movimento del missile e dell’astronave
avvengano tutti sulla stessa retta. A nostro arbitrio e come scelta puramente formale supponiamo
che il movimento avvenga sull’asse x: un’altra scelta potrebbe in questo caso cambiare i calcoli,
ma non la fisica. Se valgono queste premesse chiamiamo SR il sistema di riferimento della Terra e
chiamiamo SR’ il sistema di riferimento dell'astronave. L'astronave e il suo sistema di rifermento
hanno la stessa velocita e si muovono nel verso positivo dell’asse x. I due sistemi di riferimento
hanno gli assi paralleli. Possiamo rappresentare quanto detto con questa figura:

y ’ vV,
y
Vi
SR —
SR y X

4

X

La composizione classica delle velocita prevede che in questo caso le velocita relative si sommino
direttamente. Non € cosi in relativita. Se chiamiamo vy la velocita del secondo sistema di riferimento
rispetto al primo (la velocita dell’astronave) e v, la velocita di un oggetto rispetto a quest'ultimo
riferimento (la velocita del missile) allora questo oggetto ha una velocita vy rispetto al primo sistema
di riferimento (la Terra), secondo questa relazione:

vitv,  0,6c+08c
ViV _1+0,6c-0,8c

C2 c2

=0,95¢ (25.37)

vr =
1+

Osserviamo che nella precedente relazione le velocita sono prese con segno positivo se concordi
con il verso positivo dell’asse x (come in questo caso) o con segno negativo altrimenti.

Esercizio 210 Lastronave Arcadia e la Orion si allontanano in direzioni opposte dalla base spaziale
Beta. La stazione spaziale riferisce che la prima astronave si allontana alla velocita v = 0,60 c e la
seconda con velocita v, = 0,40 c.

Con quale velocita I'Orion si sta allontanando dall’Arcadia?

Il testo ci dice che il moto delle astronavi avviene nella stessa direzione: rappresentiamo il moto
tutto sull’asse x. La velocita dell’Arcadia ¢ indicata con il meno davanti perché ¢ in verso opposto al
verso positivo dell’asse x.

-V Vy

T X

\
4
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Dal punto di vista dell’Arcadia, la Terra si allontana da essa con velocita v (le velocita reciproche
di due oggetti sono sempre le stesse), ma in verso opposto. L'Orion si allontana dall’Arcadia con la

velocita incognita v,.

vl vx
Te—>» O —>»
X

\
4

A

Questa rappresentazione ¢ del tutto corrispondente a quella descritta nell’esercizio precedente,
dove il sistema di riferimento SR & quello dell'Arcadia e SR’ & quello della Terra.

yl Vy
Y v ’
1
T —
A y X

X
Concludendo:
v+ v 0,6c+09c
= = = 25.3
Vx ViV 06c-00c ¢ (25.38)
1+ 14 2 7¢
C2 c2

Esercizio 211 Lastronave Cavour, se vista dalla Terra, percorre 18 x 107 km in 8,2 x 10 s, allon-
tanandosi da essa. L'astronave Garibaldi é in viaggio verso la Terra alla velocita vg = 0,60 c nella

stessa direzione.
L Trova la velocita della Cavour se vista dalla Terra.
2. Trova la velocita della Cavour se vista dalla Garibaldi.
3. Trova la distanza percorsa e il tempo impiegato dalla Cavour se vista dalla Garibaldi.

Chiamiamo SR il sistema di riferimento della Terra, SR~ quello della Cavour e SR quello
della Garibaldi. Il moto avviene tutto in un unica dimensione. Rappresentiamo quanto illustrato
dal testo immaginando la Cavour che si muove nel verso positivo dell’asse x e la Garibaldi nel verso

negativo se viste da SRp.

1. La velocita della Cavour vista dalla Terra ¢ semplicemente il rapporto tra lo spazio percorso e
il tempo impiegato: sia questo spazio che questo tempo sono entrambi misurati dal sistema di

riferimento della Terra.

Ax 10
vw=1=""Co 1810 M _ o0 %108 m/s = 0.732¢ (25.39)
t At 8,2x10%s

La distanza vista dalla Terra puo essere considerata una lunghezza propria: possiamo mettere
un regolo fisso che va dalla posizione di partenza della Cavour fino al punto di arrivo. Il tempo
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trascorso non € un tempo proprio: si riferisce a due eventi che non avvengono nello stesso
luogo.

2. Dal testo constatiamo che la Cavour e la Garibaldi si muovono 'una incontro all’altra nella
stessa direzione. La loro velocita relativa ¢ legata alla somma delle loro velocita rispetto alla
Terra. Rappresentiamo quel che si vede da SR

Ve VG
Co—»r T e—»

x SR.

\
(4

Per cui la velocita v della Cavour vista dalla Garibaldi é:

Ve + Vg 0,732¢c+ 0,6 ¢
_ _ =092 25.40
vee Ve G 0.732c-06c  17%¢ (25.40)
I+ —— 1+——=—
C c2

3. Per rispondere alla terza domanda usiamo due metodi distinti.

Primo metodo

Non possiamo applicare direttamente le formule relative alla contrazione delle lunghezze e
alla dilatazione dei tempi perché queste si possono applicare solo se in uno dei due sistemi la
lunghezza o I'intervallo di tempo misurati sono propri.

In particolare il tempo misurato dalla Terra e quello misurato dalla Garibaldi non sono propri
entrambi: non possiamo stabilire una relazione diretta tra i due intervalli di tempo. Il tempo
misurato sulla Cavour € invece un tempo proprio. Scriviamo una relazione tra il tempo misurato
sulla Terra e quello misurato sulla Cavour ricavando quest'ultimo.

= ——— = L = 147 (25.41)
v, 2 2 2
C C
Aty = y1Atgc
Aty 8,2 x 102 (25.42)
Atge=—L =227 5 _558%102s
Y1 1,47

L'intervallo di tempo misurato sulla Garibaldi, che non ¢ un tempo proprio, puo a sua volta
essere legato al tempo misurato sulla Cavour, utilizzando la loro velocita relativa che abbiamo

prima ricavato.

1 1
Y2 = = = 2,65 (25.43)

\/1 - (w?c)z \/1 j (0,936c>2

Atg = yoAtge = 2,65-5,58 x 10%s = 1,48 x 10° s (25.44)

Per ricavare la lunghezza misurata dalla Garibaldi possiamo applicare la definizione di velocita.

Ax G
Veg = —
G Atg (25.45)

Axg=veg-Mg=0926c-1,48x10%s = 4,11 x 10! m
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Osserviamo che per ricavare questa lunghezza non avremo potuto usare le usuali formule relative
alla contrazione delle lunghezze. Infatti nel nostro caso la lunghezza misurata dalla Terra puo
essere considerata una lunghezza propria in quanto la posizione di partenza e di arrivo possono
essere misurate allo stesso istante: possiamo quindi trovare la lunghezza contratta misurata
dalla Cavour. Una volta conosciuta questa perd non possiamo fare nessuna trasformazione
dello stesso tipo per sapere quale distanza misura la Garibaldi. Non possiamo fare neanche una
trasformazione diretta tra la distanza misurata dalla Terra e quella misurata dalla Garibaldi.
Secondo metodo

Possiamo ottenere gli stessi risultati in maniera piu diretta facendo uso delle trasformazioni
di Lorentz. Per poterle utilizzare supponiamo a nostro arbitrio, senza che questo modifichi
la fisica del problema, che i tre sistemi di riferimento abbiamo l'origine degli assi coincidenti
all'istante t = 0's, dove t & specifico per ogni sistema. In particolare definiamo le coordinate
senza apice quelle misurate nel SRy e le coordinate con apice quelle misurate nel SR.

La posizione iniziale & quindi per tutti alla coordinata x; = x{ = Om all'istantet; =t{ =0s
La distanza misurata da SRy é:

Ax=x—x; =18x10"m - 0m =18x10"m (25.46)

Considerando che:

Y= . = L =125 (25.47)

()i ()

Allora la posizione finale misurata da SR ¢:

x5 = y(x, —vgty) = 1,25 - (18 x 1019 m — (—0,6 ¢) - 8,2 x 10%s) = 4,09 x 101 m  (25.48)

La velocita della Garibaldi ¢ negativa perché da Terra si muove verso sinistra nel verso negativo
dell’asse x. Il valore ¢ differente rispetto a quello calcolato col primo metodo per il maggior
arrotondamento svolto nel passaggi precedenti.

La distanza misurata da SR ¢:

Axg = Ax" = x5 — x{ = 4,09 x 10T m—0m=14,09x10"m (25.49)
Analogamente il tempo trascorso misurata da SRt ¢:
At=t,—t; =82x10%°s—0s=82x10%s (25.50)

Listante finale misurato da SR é:

G+ X —0,6¢)- 18 x 10" m
t§:y<t2— = 2)21,25~(8,2><1025—( ) - >:1,48><103s (25.51)
c c
L'intervallo di tempo misurato da SR é:
Atg=NM =t)—t] =1,48x10%s — 0s = 1,48 x 103 s (25.52)
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25.4 Quantita di moto

Esercizio 212 Due particelle, di massa my = 2,37 x 107" kg e my = 8,26 x 10~ kg, si muovono
'una verso l'altra, verso uno stesso osservatore, nella medesima direzione, rispettivamente con velocita
v; = 0,80 ce vy, = 0,60 c. Le particelle si urtano in maniera completamente anelastica.

Trova la velocita finale delle due particelle dopo I'urto.

Anche in relativita la quantita di moto totale di un sistema si conserva se il sistema non ¢

soggetto a forze esterne. Se consideriamo che i due corpi rimangono uniti con una stessa velocita
dopo l'urto possiamo scrivere:

P11t p2=pPr (25.53)
Calcoliamo le quantita di moto iniziali delle due particelle.
1 1 —30 —22 -1
p1=ymv = mv = -2,37x107°" kg-0,8¢c = 9,47x10"““kgms™ " (25.54)
v? J1-(0,8)?
e
1 1 -31 —22 -1
D2 = ymyvy = mv = -8,26x107°" kg-0,6 c = 1,86 x10"““kgms ~ (25.55)
. V2 J1—(0,6)2
2
C

Osserviamo che le particelle procedono nella stessa direzione, ma in verso opposto: una delle due
quantita di moto (a nostro arbitrio) ha segno negativo.

Pr=ymve = p1 + (=pz) = 7,62 x 10722 kgms™! (25.56)
Myor = 2,37 x 10730 kg + 8,26 x 10731 kg = 3,20 x 1030 kg (25.57)
Ricaviamo v da questa equazione, dove ¢ I'unica incognita.
by yvg = Vf
Mot ! VJZ‘
1——
2
2 2 2.2
L | Vre
m2, ) v_]% c? — v]% - v]%
c? c?
g
mby  c2-vi (25.58)

pjzcc2 — pjzcng — mfotvjzccz =0

pic® = vi(p} + miyc?)
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Infine:

=1,86x108m/s = 0,62¢c  (25.59)

(7,62 x 10722 kgms~1)% - 2
Ve=
f (7,62 x 10722 kgms~1)% + c2 - (3,20 x 10730 kg)?

25.5 Energia

Esercizio 213 Trova l'energia a riposo, l'energia cinetica e quella totale di un muone che si muove
alla velocita v = 0,70 c. [massa muone m,, = 105,7 MeV/c?]

In fisica nucleare e delle particelle ¢ molto frequente usare queste unita di misura alternative
per I'energia, la quantita di moto e la massa. In particolare la massa & spesso indicata in MeV /c?

dove 1eV = 1,602 x 10_19].
L'energia a riposo E, di un oggetto di massa m in relativita vale:

Ey = mc? (25.60)

Per cui: E
m=2 (25.61)

CZ

che ha la stessa forma dell'unita di misura qui usata per la massa del muone.
Per cui, nel nostro caso:

Ey = (105,7MeV/c?) - ¢ = 105,7 MeV = 105,7 x 10° - 1,602 x 10717 ] = 1,693 x 10711 ] (25.62)

L'energia cinetica E, ¢ definita come:

1 1
E=(—-Dm? =|——=-1|E = (— — 1) -1,693x 1071 ] = 6,778 x 10712]
LY J1=(0,7)?
2
(25.63)
L'energia totale ¢ la somma dell’energia a riposo con I'energia cinetica:
Eyp = Ey + E, = ymc? = 2,371 x 10711 ] (25.64)

Esercizio 214 Una particella di massa m = 205MeV/c? viene inviata su un rilevatore di

particelle.
Il rilevatore ci dice che la quantita di moto della particella vale p = 365 MeV /c.

Determina 'energia totale e la velocita della particella, nell'unita di misura data e nel SL.

La relazione relativistica tra energia totale, massa e quantita di moto ¢ questa:
E? =m?ct + p?c? (25.65)
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In questo caso:

2 2
E= \/<205 Mev) 4 (365 Mev) 2 =

c? c (25.66)
J(205 MeV)? + (365 MeV)? = 419 MeV = 6,71 x 10711 ]
Dalla relazione:
p = mvy (25.67)
procediamo come nell’esercizio212]e scriviamo direttamente:
P}Cz (25.68)
N e .
pjzf + mtzotC2
MeV\? o .
(365 7) ¢ (365 MeV) g
vp= VR VERY = VR MV220,87C:2,61><10 m/s
e e 2 e e
(365 %) + (205 557« (365 %) + (205 75)
(25.69)
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26 Errori di misura

26.1 Valor medio ed errore assoluto

Errori di misura

Esercizio 215 Viene compiuta la misurazione dell'altezza di una palazzina con un distanziometro
con una accuratezza di 2 mm e una sensibilita di 1 mm. Facendo la misurazione per cinque volte si
ottengono i seguenti risultati:

15,453 m; 15,456 m; 15,454 m; 15,455 m; 15,455 m.

L Trova il valor medio della misura.

2. Trova lerrore assoluto associato al valor medio.

1. Il valor medio delle misure date & definito come:

N

X

<x>= —
i=1

(26.1)
n

Quindi in questo caso

15,453 m + 15,456 m + 15,454 m + 15,455 m + 15,455 m
B 5

<x> =15,455m (26.2)
2. Lerrore assoluto associato alla singola misura ¢ uguale all’accuratezza. La sensibilita dello
strumento ¢ pero piu piccola e possiamo sperare di ottenere una misura piu accurata ripetendo
piu volta la misura. Allora come errore assoluto associato al valor medio possiamo considerare

la seguente grandezza
Vmax - Vmin

gy = (26.3)

Prendiamo il valore pili grande e pitt piccolo ottenuti nelle nostre misure dell’altezza e ottenia-

mo:
Vimax = Vmin _ 15,456 m — 15,453 m

2 2
Abbiamo indicato questo errore con due cifre significative perché la prima era un uno.
Questo errore ¢ pill piccolo dell’accuratezza dello strumento, ma piu grande della sensibilita:
lo possiamo usare come nuova valutazione dell’errore.
L'indicazione finale della nostra misura é:

& = =0,0015m (26.4)

x = 15,455+ 0,015m (26.5)
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/Esercizio 216 Viene compiuta la misurazione delle dimensioni di un campo rettangolare con un
telemetro laser per il quale ¢ indicata una accuratezza di 2 cm e una sensibilita di 1 cm.
Facendo la misurazione per cinque volte si ottengono i seguenti risultati:
altezza: 60,86 m; 60,85 m; 60,87 m; 60,87 m; 60,86 m.
base: 289,67 m; 289,67 m; 289,67 m; 289,66 m; 289,68 m.
1. Trova il valor medio dell'altezza e della base.
2. Trova l'errore assoluto associato alle due grandezze.

3. Trova l'area e l'errore assoluto ad essa associato.

N

1. Il valor medio dell’altezza ¢

60,86 m + 60,85m + 60,87 m + 60,87 m + 60,86 m
B 5

<h>

Il valor medio della base é:

289,67 m + 289,67 m + 289,67 m + 289,66 m + 289,68 m

<b>= = 289,67m (26.

5

2. Lerrore assoluto associato all'altezza puo essere valutato come:

V. — Vi 60,87 m — 60,85
g (h) = ~max _ min _ m D o 0,01m (26
2 2
Quello associato alla base:
V. -V 289,68 m — 289,66
£y(b) = T = m . M 0,01m (26

Questi errori assoluti sono uguali alla sensibilita dello strumento e sono accettabili.
3. Larea ¢ data da:

A=b-h=289,67m-60,86m = 17689,3162 m? (26.10)

Abbiamo riportato la misura dell’area con tutte le cifre date dalla calcolatrice usata per fare
questi calcoli. Si pone il problema di decidere quante di queste cifre abbiano un significato

oppure no. Una risposta ci viene trovando I'errore assoluto associato all’area.

Poiché 'area ¢ data dal prodotto di due grandezze, I'errore relativo ad essa associato ¢ la somma

degli errori relativi delle due grandezze da cui si ottiene.

AA _ Ab Ak

&(A) = &(b) + &(h) = — + 26.11)

A b h

Da cui possiamo ricavare AA:

Ab Ah) _( 0.01m  001m

A) = AA = (— +—)A
&(4) b h 289,67m 60,86 m

Poiché ora conosciamo l'incertezza sulla misura dell’area possiamo appropriatamente arroto
darne il valore.

A = 17689 + 4 m? (26.13)
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= 60,86 m (26.6)

7)

8)

9)

) -17689,3162 m? = 3,52 m? = 4 m?
(26.12)
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Esercizio 217 Sono date due grandezze le cui misure sono A = 12,3+ 0,5me B = 7,15+ 0,08 m

Trova il valore delle seguenti grandezze, da esse derivate, con il relativo errore.
Gy = A;B ; Gy=JA—B ; Gs=(A+8B)A

Per calcolare l'errore associato alle grandezze date prima troviamo l'errore assoluto di alcune
grandezze intermedie che ci consentano di decomporre meglio il calcolo. In particolare consigliamo
di calcolare nell'ordine: 'errore delle grandezze moltiplicate per una costante, I'errore associato a
somme o differenze e poi quello relativo a moltiplicazioni, divisioni ed elevamento a potenza. In
ogni caso cerchiamo di immaginare con che ordine dovremmo fare il calcolo dei termini presenti
nella grandezza incognita e procediamo nello stesso ordine per il calcolo dell’errore.

Nei calcoli intermedi successivi indichiamo piu cifre significative del necessario: compiremo
gli opportuni arrotondamenti solo alla fine, dopo aver trovato I'errore assoluto.

1. Introduciamo la variabile accessoria C:
C=A+B=123m+7,15m =1945m (26.14)

Lerrore assoluto associato a C é&:

AC = AA+AB=05m+0,08m = 0,58 m (26.15)
Quindi:
G =C=-Bbm_,om (26.16)
B 7,15m

Abbiamo un rapporto tra grandezze per cui possiamo scrivere che:

AG; AC AB
_— 4 —

(26.17)
G, C B
AG, = G, (A—C + ¥> = 2,720m< 058m 0,0Sm) =0,111m (26.18)
C B 1945m 7,15m

Ricordando che I'errore assoluto va indicato con una sola cifra significativa possiamo infine
scrivere:
G1=274+£0,1m (26.19)

2. Introduciamo la variabile accessoria C.
C=A-B=123m—-7,15m =5,15m (26.20)
L'errore assoluto associato a C ¢&:
AC=AA+AB=0,5m+0,08m = 0,58 m (26.21)

Quindi:
1
G, =vC=C2 =/5,15m =2.27m (26.22)

L'estrazione di radice ¢ assimilabile ad una potenza non intera.

AG, _ (l (26.23)

) AC
G, \2

C
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G
AG, = 72A—CC =0,128m (26.24)

In questo caso, in cui dopo la prima cifra significativa € presente una cifra compresa tra uno e
cinque (come peraltro nel precedente caso), alcuni autori prendono due cifre significative per
l'errore assoluto. Per cui possiamo legittimamente scrivere la misura in queste due forme:

G, =227 +0,13m (26.25)
Gy=234+£0,1m (26.26)

3. Introduciamo la variabile accessoria C:
C=8B=8-715m=572m (26.27)

dove:
AC =8-AB=0,64m (26.28)

Introduciamo la variabile accessoria D:

D=A+C=123m+57,2m = 69,5m (26.29)
AD=AA+AC=05m+0,64m=1,14m (26.30)
Infine:
G3=D-A=69,5m-123m = 854,85 m? (26.31)
AG
1 _AD _ AA (26.32)
G, D A

AD AA

AG5 = Gy (3 + 7) = 854,85 m° ( (26.33)

1,14 m 0,5m 2
+ =49m
69,5m 12,3m

Ricordando che I'errore assoluto va indicato con una sola cifra significativa possiamo infine

scrivere:
G3 =860 +50m = 8,6 +0,5x10°m (26.34)

Lanotazione scientifica in questo caso ¢ migliore perché consente di specificare senza ambiguita
quante siano le cifre significative.

Esercizio 218 Il calore necessario per scaldare una certa quantita di sostanza é dato dalla legge
fondamentale della calorimetria: Q = mcAt.
Sappiamo che: m = 30,0 + 0,1kg; ¢ = 4186 + 2] /(mol K); ti = 23,0 +£ 0,5°C; tf =63 + 1°C.
Trova la quantita di calore Q e l'errore assoluto ad esso associato.

Troviamo immediatamente quanto vale O
O = meAt = 30,0 kg - 4186 Jmol 1 K1 - (63°C — 23,0°C) = 5023200 ] (26.35)

La grandezza Q ¢ data dal prodotto di tre fattori. Quindi, sapendo che I'errore relativo ad essa
associato ¢ la somma degli errori relativi delle tre grandezze da cui si ottiene, possiamo scrivere:

A A(At
Q_Am_ Ac A4

£(0Q) = e.(m) + &.(c) + &.(At) = 6 . r (26.36)
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I dati che ci vengono forniti ci danno immediatamente gli errori assoluti associati a Q, m e c.
Dobbiamo invece ricavare l'errore assoluto associato a At.
Ricordando che At = t; — t;. possiamo scrivere che:

&(At) = A(At) = Atr) + A(t;) =1°C+0,5°C = 1,5°C (26.37)

ovvero che l'errore assoluto associato a At ¢ la somma degli errori assoluti associati a t; e £;.
Infine possiamo scrivere:

a0 (A_’" L Ae A(At)) (26.39)

Q m c At
A(At
AQ:Q.(A_m_F&_FQ):
m c At
01kg 2] mol ! K~! L 15°C
30,0kg  4186Jmol 'K~1 40,0°C

(26.39)

5023200] - ( ) =358210] = 4x 10°]

Per cui ora possiamo correttamente scrivere:

Q=50+4x10"] (26.40)
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27

Appendici

27.1 Unita di misura fondamentali del Sistema Internazionale

Nome della grandezza Simbolo Nome dell'unita di misura Simbolo
lunghezza 1 metro m
massa m chilogrammo kg
tempo t secondo s
corrente elettrica I ampere A
temperatura termodinamica T kelvin K
quantita della sostanza B n, mole di B mol(B)
intensita luminosa I, candela cd
27.2 Costanti fisiche fondamentali
grandezza simbolo valore e unita di misura incertezza
velocita della luce nel vuoto c, ¢ 299792458 ms™! esatto
Costante magnetica Ho 12,566370614 x 1077 NA™%  esatto
Costante dielettrica (1/4mc*) £ 8,854187817 x 107 * Fm™!  esatto
Costante di gravitazione universale G 6,6742x 107! Nm?kg™® 40,0010 x 10~
Costante di Planck h 6,6260693 x 10734 s +0,0000011 x 1073
Carica elementare e 1,60217653 x 107 C +0,00000014 x 107"
massa dell’elettrone m, 9,1093826 x 107! kg +0,0000016 x 10731
massa del protone m, 1,67262171 x 10%" kg +0,00000029 x 10~%7
Costante di Avogadro N, 6,0221415 x 102 mol ™! +0,0000010 x 10
Costante dei gas perfetti R 8,314472] mol ' K +0,000015
Costante di Boltzmann (R/N,) k 1,3806505 x 1072 JK™'  +0,0000024 x 10~

[ simboli per le unita di misura devono essere stampati in carattere diritto (romano). Essi
devono rimanere inalterati al plurale e non devono essere seguiti da un punto eccetto che alla fine

di una frase.

"Peter J. Mohr and Barry N. Taylor, CODATA Recommended Values of the Fundamental Physical Constants: 2002,

published in Rev. Mod. Phys. vol. 77(1) 1-107 (2005).
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27.2 Costanti fisiche fondamentali

I simboli per le unita di misura devono essere scritti con lettere minuscole, a meno che essi
derivino dal nome di una persona, nel qual caso essi devono cominciare con una lettera maiuscola.
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27.3 Multipli e sottomultipli

fattore di moltiplicazione prefisso simbolo valore

10%4 yotta Y 1000 000 000 000 000 000 000 000
1021 zetta v4 1000 000 000 000 000 000 000
1018 exa E 1000 000 000 000 000 000
101 peta P 1000 000 000 000 000
1012 tera T 1000 000 000 000
10° giga G 1000 000 000
10° mega M 1000 000
103 chilo k 1000
102 etto h 100
101 deca da 10
1071 deci d 0,1
1072 centi C 0,01
1073 milli m 0,001
1076 micro m 0,000 001
107° nano n 0,000 000 001
10712 pico p 0,000 000 000 001
107 femto f 0,000 000 000 000 001
10718 atto a 0,000 000 000 000 000 001
10721 zepto z 0,000 000 000 000 000 000 001
10724 yocto y 0,000 000 000 000 000 000 000 001

27.4 Pianeti sistema solare

Nome Distanza dal Sole Raggio medio Massa Periodo orbitale (anni)
Mercurio 5,791 x 1010 m 2440 x10°m 3,33 x10%3 kg 0,2408
Venere 1,082x 10" m  6,652x10°m 4,869 x 1014 kg 0,6152
Terra 1,496 x 101 m  6,371x10°m 5,972 x 10%* kg 1,0000
Marte 2,279x10Mm  3397x10°m 6,419 x 1023 kg 1,8808
Giove 7,784 x 10 m 7,149x 10" m 1,899 x 10?7 kg 11,863
Saturno 1,427x102m  6,027x10’m 5,685 x 10 kg 29,447

*https://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/
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